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Introducao



A nascente teoria de conjuntos do final do século XIX representava uma poderosa
ferramenta para a redefinicdo rigorosa de muitos conceitos matemaéticos que, apesar de
extensamente utilizados, ainda ndo eram totalmente claros e provocavam controvérsias. A
descoberta de paradoxos nesta teoria levou David Hilbert a formulacdo de seu famoso
programa formalista. Em linhas gerais, podemos dizer que o programa de Hilbert buscava
obter provas de consisténcia para formalizagdes das partes essenciais da matemadtica, por
métodos que seriam evidentes e seguros, devido ao seu cardter elementarmente
combinatorio e finitdrio. Estes métodos evidentes e seguros constituiriam uma nova teoria
matematica, que Hilbert batizou de Teoria da Prova (Beweistheorie).

E sabido que os resultados de Godel sobre incompletude mostraram a
impossibilidade de se realizar totalmente o programa de Hilbert, da maneira como ele foi
proposto. Apesar disso, muitos pesquisadores da época persistiram em procurar
formalizacOes para partes relevantes da matemadtica e buscar provas de consisténcia para
essas formalizagdes. O melhor exemplo historico desse tipo de investigacdo é o artigo de
1935 de Gehard Gentzen, que hoje € considerado o marco inicial da Teoria da Prova.

A esta época, o sistema hilbertiano para a ldgica cldssica de primeira ordem ja estava
estabelecido como o sistema formal mais adequado para expressar as deducdes ldgicas
proprias da prdtica matematica, de modo que as “formalizacOes para partes relevantes da
matemadtica” poderiam ser escritas como teorias axiomadticas deste sistema. Além disso,
baseado nos trabalhos de Brower, Heyting[1930] j4 havia apresentado uma formalizacdo,
também hilbertiana, para a ldgica intuicionista de primeira ordem. Gentzen[1935], no
entanto, argumentou que as dedugdes presentes nas provas formalizadas pelos sistemas
16gicos hilbertianos estavam longe de expressar o tipo de dedug@o que, na pratica, era usado
em provas matematicas. Tentando aproximar ao maximo a dedugdo logica formalizada da
deducdo praticada pelos matematicos, Gentzen criou a Deduc¢do Natural como um novo
tipo de formulacdo para sistemas légicos, e introduziu os sistemas de dedu¢do natural NK e
NJ, para a logica classica e logica intuicionista de primeira ordem, respectivamente.

Gentzen definiu formalmente, para estes sistemas, a no¢do de prova normal, como
sendo uma prova sem partes desnecessdrias, na qual qualquer conceito que faca parte da

prova € um conceito que estd contido no resultado final desta e € parte essencial para a



obtencdo deste resul‘[ado.1 Através de uma andlise das propriedades estruturais das provas
normais, Gentzen percebeu que seria bastante simples provar, nao s6 a consisténcia dos seus
sistemas logicos (NK e NJ), como também a consisténcia da teoria elementar dos niimeros, sem
inducdo completa, se ele conseguisse provar que qualquer prova formalizada em NK e NJ
poderia ser transformada em uma prova normal (T eorema de N ormalizacdo).

Por ndo conseguir provar o Teorema de Normalizagdo para NK, Gentzen criou o
Célculo de Seqilientes, como um outro tipo de formulacdo para sistemas ldégicos, e
introduziu os sistemas LK e LJ, respectivamente para a ldgica clédssica e ldgica intuicionista
de primeira ordem. Gentzen entdo demonstrou que qualquer prova formalizada em LK ou
LJ poderia ser transformada em uma prova normal (Teorema da Eliminacdo do Corte ou
Hauptsatz), conseguindo portanto demonstrar, finitariamente, a consisténcia dos seus
sistemas logicos LK e LJ, e a consisténcia da teoria elementar dos nimeros, sem indugdo
completa, formalizada nestes sistemas. Esta prova do Hauptsatz, que é a versdo em cdlculo
de seqiientes do Teorema de Normalizacdo, e as provas de consisténcia dela derivadas,
enquadravam-se perfeitamente ao tipo de prova exigido pelo programa de Hilbert e podem
ser consideradas como os resultados inaugurais da Teoria da Prova.

Através de um aperfeicoamento do Hauptsatz, Gentzen[1938] obteve outro
importante resultado. Provou a consisténcia da teoria elementar dos numeros, com indugao
completa — a aritmética de primeira ordem — quando formalizada em LK e LJ, por um
método que, apesar de nao finitdrio, concentrou todo o seu caréter infinitdrio em um dnico
ponto: inducdo sobre boas ordens com tipo de ordem transfinito menor que g,. Ou seja,
Gentzen ndo s6 reduziu a um udnico argumento o cardter transfinito de sua prova de
consisténcia, como também limitou seu tratamento transfinito a ordinais menores que g,.
Este resultado, que ja extrapola os limites do programa de Hilbert, uma vez que ndo €
estritamente finitdrio, também pode ser considerado como um resultado inaugural do que
hoje é chamado andlise ordinal de teorias formais. Fazer a andlise ordinal de uma teoria
significa, em linhas gerais, identificar o “tamanho” dos recursos infinitos necessarios a prova

de consisténcia desta teoria.

]
Cf. Gentzen[1935], p. 69.



Hoje, divide-se a Teoria da Prova em dois ramos distintos, a Teoria Geral da Provaz,
que tem por fim investigar as propriedades estruturais e combinatdrias de provas
formalizadas, e que tem por métodos principais o Hauptsatz e a normalizagdo; e a Teoria
Redutiva da Provas, cujo principal objetivo € obter, através do estudo das provas
formalizadas de uma teoria, uma “interpretacdo” desta teoria em uma outra que, de acordo
com certos critérios, € mais elementar que a teoria original. Um exemplo deste tipo de
resultado € a famosa Interpretagdo Dialectica, introduzida por Godel[1958], que traduz a
aritmética intuicionista de primeira ordem em uma teoria de funcionais de tipos finitos. Este
resultado de Teoria Redutiva da Prova impulsionou o estudo de um outro tipo de sistema
formal, o Cdlculo Lambda Tipificado, que hoje é extensamente utilizado em variadas dreas do
conhecimento e que, entre outras coisas, pode ser utilizado como mais um tipo de notagao
para provas formalizadas em sistemas de deduc@o natural, constituindo-se em mais uma
ferramenta da Teoria Geral da Prova para o estudo das propriedades estruturais e
combinatorias de deducgdes formalizadas.

Além das provas de consisténcia do programa de Hilbert e das analises ordinais de
teorias formais, existem hoje outras motivagdes para o desenvolvimento da Teoria Geral da
Prova. Algumas delas com implicacdes bastante praticas, como por exemplo o estudo de
questdes relativas a programacdo logica e a deducdo automadtica. No primeiro caso,
deducdes formalizadas sdo usadas como ferramentas para computar e, no segundo, sistemas
de computacdo sdo usados para efetuar dedug¢des. Em ambos os casos, as propriedades
estruturais e combinatdrias de dedugdes formais dessmpenham um importante papel.

Voltando ao problema da forma normal de dedugdes formalizadas, que representa
uma questdo central em Teoria Geral da Prova, podemos separar os seguintes resultados

possiveis de serem obtidos para um sistema formal S.

(1) Teorema da Forma Normal: toda deducdo formalizada em S possui uma forma

4
normal.

2
Também conhecida como Teoria Estrutural da Prova (Structural Proof Theory).
3

Também conhecida como Teoria Interpretativa da Prova (Interpretational Proof Theory).
4
Sejam © e m’ formalizacdes em um sistema S para as dedugdes I' = peA - ¢ respectivamente. Dizemos que ©’

¢ forma normal de m quando 7’ estd na forma normale AcT.
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(2) Teorema de Normalizagdo Fraca: para qualquer deducdo formalizada em S,
podemos obter efetivamente sua forma normal através de uma seqiiéncia finita de operacdes

chamadas redugoes.

(3) Teorema de N ormalizacdo Forte:

(@) Normalizagdo Forte (Finitude): todas as seqiiéncias de reducOes para
qualquer deducdo formalizada em S sdo finitas e terminam em uma deducdo na forma
normal;

(b) Church-Rosser (Unicidade): a forma normal obtida através das seqiiéncias

5
de reducdes € Unica para cada deducao formalizada em S.

Apesar de Gentzen ndo ter encontrado uma prova de normalizagdo para NK, hoje
sabemos que todos os resultados acima sdo vélidos para NK, NJ e para muitos outros
sistemas formais que foram posteriormente criados a partir dos trabalhos de Gentzen. No
entanto, para a grande maioria das aplicacoes dos resultados em Teoria Geral da Prova, os
métodos de obtenc¢do destes resultados sdo tdo importantes quanto os préprios resultados.
Por exemplo, se estamos interessados em provar a consisténcia de uma teoria matematica
formal S, é de interesse fundamental sabermos que tipo de teoria matematica estamos
assumindo em nossa prova de consisténcia de S. Além disso, para o caso das aplicacdes em
computag¢do que mencionamos, é ébvio que os métodos efetivos e construtivos t€ém muito
mais interesse do que métodos ndo construtivos.

E possivel separar as demonstracdes encontradas na literatura para o Teorema de
Normalizagdo Forte em dois grupos distintos: as provas semdnticas € as provas sintdticas.

Podemos resumir o método das provas semanticas da seguinte forma: define-se uma

° Prawitz[1971] introduziu a expressdo Teorema de Normalizacdo Forte como sendo constituida pelos Itens
(3a) e (3b) acima, ou seja, para Prawitz, normalizacdo forte significa que todas as seqiiéncias de redugdo
terminam na mesma forma normal. No entanto, o termo Normalizacdo Forte também € usado na literatura
referindo-se apenas ao Item (3a), sobre a finitude das seqiiéncias de reducgdes, enquanto que o Item (3b) é
conhecido como o Teorema da Unicidade da Forma Normal ou Teorema de Church-Rosser, em referéncia aos
autores da primeira prova de um resultado deste tipo. Como estes dois resultados ndo sdo interdependentes e,
muitas vezes, sdo provados separadamente, vamos utilizar nesta tese a expressdo Teorema de Normalizacao

Forte apenas para o Item (3a), sendo que o Item (3b) sera referido como Teorema de Church-Rosser.

6



propriedade P aplicavel as deducdes formalizadas em um certo sistema formal S, e prova-se
que, se P ¢ vélida para uma deducdo m, entdo © € fortemente normalizivel. A normalizacao
forte € obtida provando que todas as dedugdes formalizadas em S satisfazem P. H4 na
literatura vdrias propriedades P de provas semanticas de normalizacio forte, como por
exemplo a validade forte, de Prawitz[1971], a convertibilidade, de Tait[1967], e a
computabilidade, de Martin-Lof[1971], entre outras. A desvantagem destas provas
semanticas reside no fato de que elas demonstram algo a mais do que simplesmente
normalizacdo forte. Elas demonstram que P, que € mais forte que normalizacdo forte, é
valida para toda deducdo formalizada. Assim, algumas das propriedades estruturais que
seriam conseqiiéncia exclusiva de normalizacdo forte, mas ndo necessariamente de P, nao
podem ser percebidas através deste tipo de prova. Uma destas propriedades, por exemplo,
seria um limite para o comprimento das seqiiéncias de redugdes das deducdes formalizadas.

As provas sintdticas para o Teorema de Normaliza¢do Forte evitam o passo indireto
representado pela definicdo da propriedade P. Em Pereira[1974], Girard[1987] e
Massi[1989] obtém-se normalizagdo forte, sintaticamente, através de um mapeamento das
seqiiéncias de reducdo em um sistema formal auxiliar, que satisfaz normalizacdao forte. Um
outro método sintdtico para obtencdo de normalizacdo forte, que podemos encontrar em
Gandy[1980] ¢ Vrijer[1987], ¢ o método do ordinal natural. Por este método obtém-se
normalizacdo forte através da definicdo de uma atribuicdo numérica finita que relaciona
provas formalizadas com ndmeros naturais, de modo que o ntiimero O (ou 1) é atribuido a
provas que estejam na forma normal. Em seguida, prova-se que esta atribui¢do numérica
possui a propriedade de diminuir com as redugdes. Se temos uma atribuicdo numérica que
relaciona as provas formalizadas com nimeros naturais e se esta atribuicdo diminui com as
reducdes, entdo € claro que todas as seqiiéncias de redugdo para qualquer prova formalizada
sdo finitas e terminam em uma prova na forma normal. Um resultado extra que o método
de normalizacdo forte via ordinal natural fornece, consiste no fato de que esta atribuicdo
numérica que diminui com as redugdes, o ordinal natural, representa um limitante superior
para o comprimento das seqiiéncias de reducao para as deducdes formalizadas de S.

O objetivo principal desta tese € introduzir um método de obten¢ao de normalizacao
forte via ordinal natural, aplicivel a sistemas de deducdo natural e célculo lambda

tipificado, no qual a atribui¢do numérica utilizada, por coincidir com o comprimento de



uma seqiiéncia de reducdo especifica — a pior seqiiéncia de reducdo — representa o menor
limitante superior para o comprimento das seqiiéncias de reducdo para as deducdes
formalizadas. O compromisso principal do método que introduziremos € o de que ele seja
construtivo e elementar, produzido apenas através da andlise de propriedades estruturais e
combinatorias das dedugdes formalizadas, sem apelo a nenhuma ferramenta matematica
sofisticada. Juntamente, faremos um estudo de alguns artigos presentes na literatura que
também obtém normalizacdo forte via ordinal natural. Destacamos neste estudo o artigo
Howard[1968], que realiza uma anélise ordinal da interpretacdo dialectica de Godel para a
aritmética intuicionista de primeira ordem. Sobre este artigo revelamos um fato nao
apontado pelo autor: uma prova sintdtica do Teorema de Normalizacio Forte para o
sistema de cédlculo lambda tipificado A~ € conseqiiéncia de seus resultados.

A motivagdo inicial para a realizacdo deste trabalho surgiu em um curso sobre
Teoria da Prova ministrado pelo Prof. Dr. Cosme Damido B. Massi em 1994, que a esta
época era professor visitante do Departamento de Filosofia da UNICAMP. Em sua tese de
doutoramento, Massi[1990] obteve uma prova sintética, porém condicional, dos Teoremas
de Normalizacao Forte e Church-Rosser para o sistema de deducdo natural para a légica
classica de primeira ordem C’, introduzido em Prawitz[1965]. Ele definiu uma seqiiéncia de
reducdo maximamente ndo econdOmica para as deducdes formalizadas em C’ (a pior
seqiiéncia de redu¢do) e provou que, na hipétese do comprimento /p(r) desta pior seqiiéncia
de redugdo para uma dedugdo m ser finito, entdo: (a) Ip(w) diminui com as redugdes e (b)
existe uma deducdo pertencente a pior seqiiéncia de redugdo para m que também pertence a
pior seqiiéncia de reducdo para m’, deducdo obtida a partir de m através de uma reducio
qualquer. Assumindo como hipdtese que Ip(n) € finito para toda deducdo m, o Item (a) do
teorema de Massi leva a uma prova trivial do Teorema de Normalizagdo Forte para C’, e o
Item (b) leva a uma prova trivial do Teorema de Church-Rosser. A nossa motivacio
principal foi entdo provar que Ip(m) € finito para toda deducdo formalizada =w, tornando
assim incondicionais as provas de Normalizagdo Forte e Church-Rosser de Massi.

A estratégia que utilizamos para obter este resultado consistiu em redefinir /p(r) de
uma maneira que fosse possivel provar sua finitude. Definimos para isso a atribuicdo
numérica o(m) e provamos que o(m) associa um numero natural a cada deducdo =w

formalizada em C’. Em seguida provamos que o(nt)= Ip(m), obtendo assim a finitude de Ip(r)



para toda deducdo m. Com isso retiramos a hipétese condicional dos resultados de Massi,
atingindo nosso objetivo primeiro. Além disso mostramos, independentemente dos
resultados de Massi, que o(m) diminui com as reducdes, € com isso obtivemos uma prova
independente do Teorema de Normalizacdo Forte via ordinal natural para C’, consolidando
assim o nosso método.

Durante o desenvolvimento destes resultados, foi-nos apontado pelo Prof. Dr. Luiz
Carlos P. D. Pereira a existéncia de um artigo (Vrijer[1987]) no qual havia uma prova de
normalizacdo forte para um sistema de célculo lambda tipificado que utilizava uma
estratégia bastante semelhante a nossa. Vrijer definiu uma atribuicdo numérica para termos
de cédlculo lambda tipificado, que diminui com as redugdes e coincide com o comprimento
de uma seqiiéncia de reducgao especifica — a seqiiéncia obtida através da estratégia perpétua,
definida por Barendregt[1990]. A descoberta deste artigo nos levou a outros, onde
também foram encontradas definicdes de atribuicdes numeéricas finitas que diminuem com
as reducdes e, como conseqiiéncia destas defini¢des, provas do Teorema de Normaliza¢ao
Forte via ordinal natural. A titulo de comparar o nosso método com o método de Vrijer e
dos outros artigos, desenvolvemos os nossos resultados para o mesmo sistema de cdlculo
lambda tipificado destes artigos. Por fim, apresentamos extensdes do nosso método para
alguns sistemas de dedug@o natural de logicas intuicionistas € modais.

Esta tese estd dividida em sete capitulos. No Capitulo I sdo apresentados os
principais pré-requisitos necessarios ao desenvolvimento do nosso método para os sistemas
de deducdo natural. Fazemos uma rédpida introdugido a dedugdo natural, onde as notagdes e
nocdes mais gerais, tais como as de forma normal e reducdo, sdo definidas. Além disso
apresentamos os seguintes sistemas de deducdo natural, originalmente introduzidos por
Prawitz[1965]: o sistema M para a ldgica minimal, o sistema I para légica intuicionista e os
sistemas C e C’ para a ldgica cldssica, sendo que em C’ os operadores para disjuncdo e
quantificador existencial ndo sdo simbolos primitivos. Também no Capitulo I apresentamos
a definicdo da pior seqiiéncia de reducdo e o resultado de Massi sobre esta seqiiéncia que
discutimos acima.

No Capitulo II iniciamos efetivamente o desenvolvimento do nosso método. Uma

longa série de definicdes e resultados sobre propriedades estruturais e combinatodrias de



derivagéess do sistema C’ é apresentada. Esta série culmina com a defini¢do da atribuicdo
numérica o(m) e com a prova de que o(m) relaciona univocamente cada derivagdo m de C’
com um numero natural.

No Capitulo Il provamos que, para toda derivacdo m de C’, o(m) diminui com as
reducdes e € igual ao comprimento Ip(r) da pior seqiiéncia de reducdo para m. Com estes
resultados completamos o nosso método para o sistema C’, obtendo as provas de
normalizacdo forte, Church-Rosser e algumas outras propriedades interessantes envolvendo
o(m) e Ip(m).

Como pré-requisito para estudarmos os outros artigos que obtém normalizacdo forte
via ordinal natural e também para desenvolvermos o nosso método no sistema formal
utilizado nestes artigos, no Capitulo IV apresentamos uma introduc¢do ao sistema de calculo
lambda tipificado A> e introduzimos a importante nocdo de férmulas como tipos, que
relaciona estes sistemas com sistemas de deducdo natural. Por fim, discutimos as linhas
gerais da questdo sobre transferéncia de provas de normalizacdo entre estes dois tipos de
sistemas formais.

No Capitulo V apresentamos um estudo sobre trés artigos, Howard[1968],
Vrijer[1987] e Beckmann[1998], nos quais também encontramos o método do ordinal
natural.

No Capitulo VI desenvolvemos completamente o nosso método para o sistema de
calculo lambda tipificado A~ e o comparamos com o método dos artigos estudados.

No Capitulo VII, voltamos aos sistemas de deduc¢do natural e apresentamos
extensdes do nosso método para os sistemas M e I de 16gica minimal e l6gica intuicionista, e
para sistemas de 16gica modal.

Por ultimo, nas consideragdes finais, discutimos possiveis desenvolvimentos futuros a

partir dos resultados obtidos neste trabalho.

6
Derivacdes, como serd visto no Capitulo I, representam deducdes formalizadas por sistemas de deducio

natural.
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Capitulo I

Deducao Natural e
Pior Seqiiéncia de Reducio



Os Sistemas de Deducao Natural, desenvolvidos independentemente por Jaskowski e
Gentzen no inicio dos anos 30, representam um método de formalizacdo para sistemas
logicos distinto do método dos sistemas hilbertianos, desenvolvidos por Frege, Russell e
Hilbert. Segundo Gentzen[1935], apesar de ‘“considerdveis vantagens formais”, a
formalizacdo da deducdo ldgica proposta por estes autores distanciou-se das formas de
deducdo usadas na prdtica matemdtica. Gentzen desejava que seus sistemas formais
expressassem ao maximo o tipo de raciocinio que se faz nas provas matemdticas. Como
resultado, ele produziu os sistemas de deducdo natural NK, para a légica cldssica de primeira
ordem, e NJ, para o calculo de predicados intuicionista de Heytin g.7

Informalmente falando, podemos pensar em um sistema de deducdo natural como
sendo constituido por uma linguagem formal e por um conjunto de regras de inferéncia
estreitamente relacionadas com os simbolos 16gicos desta linguagem. Com apenas uma
excecdo (a constante do absurdo 1, que possui apenas uma regra associada), a cada
operador l6gico da linguagem relacionamos dois tipos de regras: as regras de introducdo e as
regras de eliminagdo. Estas regras expressam as propriedades logicas de cada operador e
representam as ferramentas de cdlculo mais bdsicas do sistema.

A regra de introducdo para um operador légico habilita o sistema a inferir formulas
que tenham este operador como simbolo principal, enquanto que a regra de eliminagdo para
um operador habilita o sistema a inferir algo de formulas que tenham este operador como
simbolo principal.

O objetivo deste capitulo € introduzr sucintamente os principais pré-requisitos
necessarios a compreensdo dos resultados referentes aos sistemas de deducdo natural
presentes nesta tese. O capitulo estd dividido em cinco secdes. Na primeira secdo,
introduzimos informalmente os conceitos de regra de inferéncia e derivacdo. Na segunda
secdo, os sistemas de deducdo natural para a logica cldssica de primeira ordem C e C’, e 0s
sistemas M e I para as légicas de primeira ordem minimal e intuicionista, respectivamente,

sdo formalmente apresentados. Em seguida, na terceira se¢do, apresentamos as principais

Nesta tese trataremos de dois sistemas ldgicos distintos baseados nos trabalhos de Brower sobre o
intuicionismo: o que foi introduzido por Heyting[1930], conhecido como [dgica intuicionista de Heyting, ou
simplesmente ldgica intuicionista, € o sistema conhecido como [dgica minimal, historicamente atribuido a

Johansson[1936], mas que ja tinha sito proposto por Kolmogorov[1925].
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convencdes de notagdo e as defini¢des usuais mais importantes que utilizaremos, como as de
férmula méxima e derivagdo normal. Na quarta secdo, os conceitos de reducio e seqiiéncia
de reducdo sdo expostos; e, finalmente, na quinta se¢do, € definida a pior seqiiéncia de
reducdo para o sistema C’ e é apresentado o principal resultado a ela relativo que

. 8
utilizaremos nesta tese.

§1 Regras de Inferéncia e Derivacoes - Caracterizacao Informal

As regras de inferéncia de um sistema de deducdo natural descrevem as deducdes mais

simples através das quais podemos inferir uma conclusdo de um conjunto de premissas. Sao

Py ¢ ... @

escritas na forma L, onde uma ou mais premissas, representadas por @4, ...,

@n, sdo separadas de uma conclusio, representada por &, por um traco.

Uma derivagdo representa uma deducdo formalizada em um sistema de dedugdo
natural e corresponde ao encadeamento, em forma de arvore, de aplicacdes de regras de
inferéncia.

Uma derivagdo €, portanto, algo da forma:

onde cada traco representa a aplicacdo de uma regra que tem como premissas as féormulas
imediatamente acima do tragco e como conclusdo a formula imediatamente abaixo do traco.
A derivagdao acima realiza uma dedugdo de F, a ultima férmula da derivacdo, que é
chamada de raiz.

Chamamos de hipdteses da derivacdo as formulas que ndo sdo conseqiiéncia da

aplicagdo de nenhuma regra (A, B e E no exemplo acima). As hipdteses sdo, portanto, as

8
Exposicdes sistematicas e completas sobre Dedug¢do Natural sdo apresentadas em Gentzen[1935],

Prawitz[1965] e Prawitz[1971]. A definicdo e os resultados sobre a pior seqiiéncia de reducio para C’ estdo
todos em Massi[1990].
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primeiras férmulas sobre as quais aplicamos regras em uma derivagdo. A derivacdo
continua, pela aplicagdo de novas regras as conseqiiéncias das hipdteses, até chegarmos a
raiz, que € a formula deduzida.

Durante a aplicacdo das regras, algumas hipoteses podem ser cortadas ou
descartadas. Hipdteses sdo cortadas para indicar que a deducdo expressada na derivagdo nao
depende dessas hipoteses. Os rotulos “17, ao lado do traco da ultima regra da derivagdo do
exemplo e sobre a hipétese A, indicam que a aplica¢ao desta regra cortou aquela hipdtese.

Dessa forma, derivagdes formalizam deducdes do tipo I' A, onde o conjunto das
férmulas que aparecem como hipdteses nao cortadas na derivacgdo € subconjunto de I', e A €
a ultima férmula (raiz) da derivacdo. A derivacdo do exemplo acima formaliza as deducdes
I F, para todo I' tal que {B,E} c T

§2 Sistemas de Deducao N atural

Os sistemas de Deducdo Natural que apresentaremos aqui foram todos formalizados
em Prawitz[1965] tendo por base a seguinte linguagem, que € introduzida nos termos
usuais, € possui um conjunto enumeravel de:

 parametros (a, b, ..., a,, by, ...),

* Variaveis (X, Y, ..., Xy Y1y «-2)s

+ simbolos de predicados n-drios (P, Q, ..., P,, Q,, ..),
+ simbolos de fungoes n-drias (f, g, ..., f1, & ---)-

A linguagem do sistema C’ possui ainda os seguintes operadores logicos:

+ conjuncdo (A), implicacdo (D), quantificador universal (V)e constante do
absurdo ().

A linguagem dos sistemas C, M e I possui, além dos operadores 16gicos de C’, os
seguintes:

+ disjunc¢do (v) e quantificador existencial (3).

Os termos e formulas da linguagem sio definidos, indutivamente, da maneira usual.
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1.2.1 OBSERVACOES:

(@) Utilizaremos as letras 7, u, v,..., com ou sem subindices, como variaveis sintaticas

sobre termos.

(b) Utilizaremos tanto as letras latinas maidsculas (A, B, ...) quanto as letras gregas

mindtsculas (¢, v, ...), com ou sem subindices, como varidveis sintdticas sobre formulas.

(¢) A negacao ¢ simbolo definido por: —A = ;, AD L.

(d) A distin¢ao entre parametro e varidvel também ¢ a usual: todas as varidveis sao

ligadas. Varidveis livres sao, portanto, tratadas como parametros.

1.2.2 DEFINICAO: Regras de Introducio e Eliminacéo

Com exce¢ao da constante do absurdo, para cada operador 16gico existem regras de

introducao e de eliminacao, que sao definidas da seguinte forma:

(D AL (AEe)
A AEA), rEe
AAB
[A] [B]
A B AvB C C
(vId), (vle) (VE)
AvB AvB C
[A]
B (@) A ADB(DE)
ADB B
Aca) & VxA(x) VE)
VxAx) A ‘
[A@]
A IAx B
&) (3E)
IA(x) B

onde:

(@) Uma férmula escrita entre colchetes acima de alguma premissa da regra, indica

que a aplicagao desta regra em uma derivacao pode cortar as hipéteses daquela forma que

ocorrem acima da premissa.
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(b) A indicagdao que aparece entre parénteses, depois de cada regra, € o “nome” da
regra, que contém o conectivo e o tipo da regra (introdu¢do ou eliminacao).

(c) As regras (V]) e (3E) possuem restricdes concernentes ao parametro a, chamado
de pardmetro préprio da regra (VI) ou (JE) em que ocorre, sobre as quais falaremos mais
adiante.

Apesar de ainda ndo termos caracterizado totalmente os sistemas, vejamos, como
ilustracdo, um exemplo simples de demonstracdo em deducdo natural de um teorema do

fragmento positivo da logica cldssica de primeira ordem.

1.2.3 EXEMPLO:
-Vx(Fx A Gx) o (VxFx A VxGx)

Prova:

Vx(Fx A Gx) ' we) Vx(Fx A Gx)' we

Fa n Ga (go Fb A Gb (g0
Faw Gb
VxFx VxGx (N

VxFx A VxGx on.1

Vx(Fx A Gx) o (VxFx A VxGx)

Iniciamos a derivacdo com duas hipdteses, nas quais aplicamos regras de inferéncia, e
seguimos aplicando novas regras até chegarmos a formula desejada. Os simbolos entre
parénteses ao lado do traco de cada aplicacdo de regra identificam a regra que aquela
aplicacdo representa. Note que a ultima regra da derivacdo possui o “rétulo” 1, que € o
mesmo rotulo que aparece nas hipdteses da prova. Esta notagdo, como ja vimos, € usada
para relacionar hip6teses cortadas com as aplicacdes de regra que as cortaram. De acordo
com a descricdo da regra (2I), a aplicagdao da regra marcada por 1 corta as duas Unicas
hipéteses da derivagdo. Portanto, esta derivagdo deduz Vx(FxAGx)o>(VxFxAVxGx) do vazio.

Logo, Vx(FxAGx)D(VxFxAVxGx) € teorema.
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1.2.4 OBSERVACAO:

E importante distinguirmos claramente férmula de ocorréncia de férmula em uma
derivac¢do. Quando nos referimos, por exemplo, indistintamente a Vx(FxAGx), estamos nos
referindo a uma férmula da linguagem dos nossos sistemas. No momento em que
escrevemos as féormulas em uma derivagdo, cada “férmula” grafada € na verdade uma
ocorréncia de formula, que juntamente com sua forma tem uma posi¢do especifica na
derivacao. Quando dizemos, por exemplo, a ocorréncia mais a esquerda de Vx(FxAGx) na
derivacdo do Exemplo 1.2.3, estamos nos referindo a uma ocorréncia de formula. Em geral

chamaremos ocorréncias de formulas simplesmente de ocorréncias, e as férmulas relacionadas

a estas ocorréncias de formas das ocorréncias.

1.2.5 DEFINICAO: Ocorréncia Dependente
Dizemos que uma ocorréncia de formula A em uma derivagido depende das hipéoteses
que ocorrem acima de A que nao foram cortadas por nenhuma regra de inferéncia que

precede A.

1.2.5.1 OBSERVACAO:

Na derivacdo do Exemplo 1.2.3, Fa, por exemplo, depende da hipétese Vx(FxAGx)
mais a esquerda da derivacao, pois esta hipotese ocorre acima de Fa e, apesar de ser cortada,
nao € cortada por regra que precede A. Por outro lado, a raiz da derivacio,
Vx(Fx A Gx) o (VxFx A VxGx), ndo depende de nenhuma hipétese, pois as duas dnicas

foram cortadas por uma regra que precede esta ocorréncia.

1.2.6 RESTRICOES: Restricoes a Aplicaciio das Regras de Inferéncia

(a) Restricao para a regra (VI): O parametro a ndo pode ocorrer em nenhuma
hipotese da qual A(e) dependa.

(b) Restricao para a regra (JE): O parametro a ndo ocorre em B nem em nenhuma
hipétese da qual a premissa menor B dependa, com exce¢do apenas para as hipdteses A)

que sdo cortadas pela regra.
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1.2.7 CONVENCOES: Sobre Parametros Préprios

Para simplificar certos detalhes formais, assumiremos os resultados sobre parametros
proprios de Prawitz[1965], que garantem que sempre podemos ter derivagcdes que respeitem
as seguintes restricoes: °

(@) Um parametro em uma derivacdo é parametro préprio de no maximo uma regra
(VD ou (AE).

() O parametro proprio de uma regra (V1) s6 pode aparecer em férmulas que
ocorram acima da conclusdo da regra (V1) em questio.

(¢) O parametro proprio de uma regra (JE) s6 pode aparecer em formulas que

ocorram acima da premissa menor da regra (3E) em questao.

1.2.8 DEFINICAO: O Sistema de Légica Minimal M

As regras de inferéncia descritas em 1.2.2 determinam o sistema de deduc¢do natural
para a logica intuicionista minimal de primeira ordem, abreviado por M.

Como a negacdo é dada pela abreviagdo —A = ,, AD1, as tnicas regras de M que
lidam com a negag@o sdo casos especiais das regras (oI) e (OF) aplicados a AoL. Utilizando

a abreviagcdo acima podemos escrever estas regras como:

[A]

1 A —A
) — —E
Ay ]

1.2.9 DEFINICAO: O Sistema de Légica Intuicionista I
O sistema de primeira ordem I para a l6gica intuicionista de Heyting € determinado

pelas regras descritas em 1.2.2 e pela regra do absurdo intuicionista (1_;) definida por:

il
(J-I) K

) 10
onde A € diferente de L.

9
Para maiores detalhes ver Prawitz[1965], pp. 27 a 29.
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1.2.10 DEFINICAO: O Sistema de Légica Classica C

O sistema C para a logica cldssica de primeira ordem € determinado pelas regras de
inferéncia descritas em 1.2.2 acrescidas pela regra do absurdo cldssico (1) definida por:

[-A]

1
1)y —
(Lo A

11
onde A é diferente de BoL (ou seja, de —B).

1.2.11 DEFINICAO: O Sistema de Légica Classica C’

O sistema C’ para a ldgica cldssica de primeira ordem € obtido a partir do sistema C

. . .. . . A . 12
desconsiderando-se os simbolos l6gicos (V), (3) e suas respectivas regras de inferéncia.

§3 Definicoes e Convencoes Gerais

Apresentaremos aqui as definicdes e convengdes mais gerais sobre dedugdo natural
que utilizaremos no decorrer deste texto.

1.3.1 NOTACOES: Convencdes Usuais

(@) A letra grega 7, com ou sem indices superiores ou inferiores, denotard derivacdes.

A letra grega X, com ou sem indices superiores ou inferiores, denotara seqiiéncias de
derivagdes, incluindo a seqiiéncia vazia.

(b) O simbolo

€ usado como indicacdo de identidade sintdtica entre derivagoes.

10

Na versdo deste sistema apresentada em Prawitz[1971] exige-se também que A seja atdbmico. No entanto
12

estamos utilizando a versdo apresentada em Prawitz[1965] que ndo faz esta restri¢ao.

E fcil ver que esta restri¢do ndo limita o sistema. Cf Prawitz[1965], pp 20 e 21.

Nido ¢ dificil demonstrar que C’ também realiza a 16gica cldssica. Basta tomarmos 3 e v como simbolos

definidos da maneira usual, e criarmos deriva¢cdes em C’ que produzam os mesmos efeitos que as regras
envolvendo 3 e v produzem.
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(¢) A notacdo r(m) denota a ocorréncia final de © (a ocorréncia deduzida em =), a

qual chamamos de raiz da derivagado m.

(d) A notacido ': denota uma derivacdo m onde nm)= A.

Ty Ty e

~ T N .
(e) A notagado " denota uma derivacdo na qual estamos focalizando a

ultima aplicacdo de regra, que pode possuir uma ou mais premissas, as quais sao deduzidas
pelas derivacdes my ... .

() As hipdteses de uma derivagdo também serdo chamadas de rop-formulas da
derivacao.

r
(9) A notagdo  denota uma derivacdo m onde I' € um subconjunto especifico das
T

top-férmulas de m. Se todas as ocorréncias pertencentes a I' forem ocorréncias da mesma

) T . [A] . L
formula A, entdo pode ser escrito como . Se T for um conjunto unitdrio com uma
T T

- ~ : A N .
ocorréncia A, entdo  pode ser escrito como , denotando uma derivagdo m® na qual A €
T T

13
uma top-férmula de .

I
(h) Dado , chamaremos as ocorréncias de formula pertencentes a I' de hipdteses
T

destacadas de
T

T
A 1

(i) Sejam 7;: e (Al derivacoes. A notacao [A] denota a derivacdo obtida através da
T

Uy

A T
substituicdo de cada hipdtese destacada de (Al pela derivacio
U

(/) As notagdes n2 e T denotam o resultado de substituir todas as ocorréncias do
parametro a pelo termo ¢ em todas as ocorréncias de formula em w e X respectivamente.

(k) Em uma regra de eliminagdo (oE), a premissa que possui o operador l6gico o que
€ eliminado € chamada premissa maior (PM). As outras premissas, se houver, sdo chamadas

premissas menores (pm).

13
Note que I' ndo € um conjunto de férmulas, mas de ocorréncias de formulas em uma certa derivagdo .
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A AoB

Por exemplo, na regra (OF) ( B ) ,ADB é PM e A é pm.

(/) A conclusdo da aplicagdo de uma regra em uma derivacdo também chamamos de
ocorréncia gerada pela aplicacdo da regra na derivagao.
(m) Chamamos as top-formulas de uma derivacio que ndo foram cortadas por

nenhuma aplicacdo de regra, de top-formulas abertas ou hipoteses abertas.
Al

T

(n) Denotaremos por n,,(m) o nimero de hipdteses destacadas de

1.3.2 DEFIN ICKO: Formula Maxima (FM)

Dizemos que uma ocorréncia de formula ¢ numa derivacdo n € fdrmula mdxima em
n, denotada por FM,, quando ¢ for conseqiiéncia de regra de introdu¢do ou do absurdo e

premissa maior de regra de eliminagao.

A nog¢do fundamental de forma normal pode agora ser definida formalmente de

modo bastante simples.

1.3.3 DEFINICAO: Derivacio Normal
Uma derivacido © é normal ou estd na forma normal, quando nenhuma ocorréncia de

formula em & € formula maxima.

§4 Reducoes

As reducbes que apresentaremos nesta secdo foram definidas com o objetivo
principal de eliminar férmulas maximas das derivacdes, de modo a transformar derivacoes
quaisquer em derivacdes normais. Vamos inicialmente definir formalmente as redugdes para

em seguida falarmos um pouco mais sobre elas.
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As redugoes definidas nesta secio estdo divididas em 2 grupos diferentes: as reducoes
operacionais, definidas em 1.4.1 a 1.4.8, e as reducoes permutativas, definidas em 1.4.9 e
1.4.10. "

Dizemos que 7’ é uma reducdo imediata de r, ou que 7 se reduz imediatamente a 7', e

denotamos m — 7', quando 1’ € obtida de m por uma das 10 maneiras abaixo (1.4.1 a
1.4.10):

14.1 A-reducao

T, T,
A‘l A2 -
n= A12A2 S5 w=A (=12
i ﬂ:3
T3

OBSERVACAO: Mesmo que A, e A, sejam ocorréncias da mesma férmula, ndo existe

ambigiiidade na reducdo, pois em m deve estar expresso qual regra de eliminacdo da

conjuncao foi utilizada ((AEd) ou (AEe)).

1.4.2 o-reducao-1

[A]* T,
T, [A]
T B ) T,
A AoB ,
= - w=1B
B
Ty s

Uy
T, B .
D 2
A A>oB ,
= - =B
B
Ty T3

14
Todas as reducdes que apresentaremos aqui foram introduzidas em Prawitz[1965].
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1.4.4 Y-reducao

Ty
— (m,);
— XM\(X) s
T= —A(t) - 7w'= Ap
T, T2
1.4.5 v-reducao-1
T
AIAT AR _
AvA, BT (A
@mn= B k > T=og, @i=2, 3);
T, 7?4
T
A AL 3
Ay A 2 T, 1
Vv
o= PP 5 walAl
2
T, B
Ty
1.4.6 v-reducao-2
pa [AK
e Ty T
A,vA, B B T,
(@mn= 5 k —> n'= B ,onde C=A,ouC=1;
T, T4
A AL
3 T, 3
A2 \Y A3 B B , T3
b)ym= B k —> wnm=B .
T, T4
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1.4.7 J-reducao-1

Ay (Al .
A (x) 82 [Aw@)]
T= B Kk — T= T,
- B
3 m,
1.4.8 d-reducao-2
Uz
Aa m,
IAx B "2
n=20 —  , =B
B e
3
T3
1.4.9 d-permutacio
T, T, T,
EIXB(X) A Ty A 24
= A X, — nm'=3Bw D ,
D D
s g

onde A é premissa maior de regra de eliminacdo e X, pode ocorrer a esquerda de A.

1.4.10 v-permutacio

T, T, T, T, T,
BvC A A T, A X, A z,
n= A ¥, - w= BvC D D ,
D D
Tis T,

onde A é premissa maior de regra de eliminagdo e X, pode ocorrer a esquerda de A.

1.4.11 DEFINICAO: Segiiéncia de Reducéo

Uma seqiiéncia de redugdo para uma derivacdo m € uma seqii€éncia de derivagoes
vy T, T4, ... tal que:

(D m, ém;

(2) Cada m,,, € uma reducdo imediata de 7.
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1.4.12 NOTACOES:
(@) A notacdo m —» 71’ indica que existe uma seqiiéncia de reducdo de comprimento

finito n (I< n< w)na qual n é i, e n’ € m,,. Diremos neste caso que 7 se reduz a r’.

(b) A notacdo m —»; m’ denota que T =7 ou T —» .

1.4.13 DEFINICOES: N ormalizaciio

(@) Uma derivagdo m € normalizdvel se 1 —»¢ 1’ tal que n’ € derivacdo normal.

(b) Um sistema de deducgdo natural satisfaz normalizacdo fraca se toda derivagao deste
sistema € normalizivel.

() Uma derivagdo n € fortemente normalizdvel | se toda seqiiéncia de reducdo para « é
finita e termina em uma derivacdo normal.

(d) Um sistema de deducdo natural satisfaz normalizagdo forte se toda derivacio deste
sistema € fortemente normalizivel.

(¢) Um sistema de deducdo natural possui a propriedade de Church-Rosser se toda
seqiiéncia de reducdo finita para qualquer derivacdo m termina na mesma forma normal. Ou

seja, se a forma normal para uma derivagdo, quando existe, € Unica.

1.4.14 COMENTARIO: Justificando o Sistema C’

AAB
B
Considere a derivagdo n = u Note que & representa a seguinte deducdo:

B

A, AAB |- B. Note também que A>B é uma férmula méxima segundo a Definicdo 1.3.2.

Se observarmos as regras de inferéncia descritas em 1.2.2 e o exemplo acima,
podemos perceber o que foi chamado em Prawitz[1965] de principio de inversdo entre as
regras de introducdo e eliminacio para cada conectivo. Para ilustrar o principio de inversio
Prawitz diz:

“A aplicagdo de uma regra de eliminacdo essencialmente apenas
restaura o que ja havia sido estabelecido se a premissa maior desta aplicacio

15
fosse inferida pela aplicacdo de uma regra de introducdo.”

15
Cf. Prawitz[1965], p 33.
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Uma férmula maxima, como A>B do exemplo acima, representa exatamente esta

situacdo. O que ja havia sido estabelecido antes da introdu¢do que gerou a formula méxima

do nosso exemplo era exatamente: , que formaliza a deducdo AAB |- B, mas também

formaliza a dedugdo do exemplo: A, AAB - B.

A constatacdo do principio da inversdo sugere que para cada deducdo deve haver
uma derivacdo que a realize, na qual ndo ocorram férmulas médximas que sejam
conseqiiéncia de introducao.

Nos teoremas de normalizacdo, em geral, estabelecemos que a partir de uma
derivagdo qualquer, podemos obter uma derivacdo normal da mesma dedug¢do. Ou seja,
queremos obter derivagdes em que ndo ocorram formulas mdximas de nenhum tipo.

Visando isso, Prawitz introduziu as reduc¢des como métodos de eliminacdo de
féormulas maximas para obtenc¢do de derivagdes normais: para eliminar as formulas maximas
que sejam conseqiiéncia de regra de introducdo ou de L., Prawitz criou as redugoes
operacionais (1.4.1 a 1.4.8), que sdo fortemente inspiradas no principio de inversdo. Para
resolver problemas especificos com formulas méximas cujos conectivos principais sdo 3 € v,
Prawitz criou as reducdes permutativas. Ja para as formulas maximas conseqiiéncia da regra
do absurdo (L), justamente por elas ndo obedecerem ao principio de inversdo, uma vez que
ndo existem regras de introducdo e eliminac¢do associadas a constante do absurdo, as
reducdes representam um problema de dificil solugao.

A solucdo de Prawitz tanto para o problema das reducdes do absurdo quanto para as
reducOes permutativas, que ndo sdo intuitivamente claras, foi restringir a logica cldssica a
certos conectivos ndo problematicos (A, D, V e L) através da criagdo do Sistema C’. Prawitz
demonstrou que, para cada derivagio m em C’, podemos obter uma outra, n*, que
representa a mesma deducdo, onde toda aplicagdo da regra do absurdo cldssico (L.) tem
como conseqiiéncia uma férmula atf)rnica.16 Neste caso, nenhuma conseqiiéncia de (L.)
pode ser premissa maior de regra de eliminacdo, pois sendo atdmica, ndo possui conectivo
para ser eliminado. Portanto, n* é uma derivacio em que nio ocorrem férmulas maximas

que sejam conseqiiéncia da regra do absurdo classico.

16
Cf. Prawitz[1965], pp 39 e 40.

27



Daqui para frente, sempre que nos referirmos a uma derivacdo de C’, estaremos nos
referindo a uma derivacdo ja transformada, em que todas as regras (L. possuem
conseqiiéncia atoOmica. Dessa forma, as unicas reducdes relevantes ao sistema C’ sdo as
reducdes operacionais dos conectivos presentes neste sistema (1.4.1 a 1.4.4), que sdo
intuitivamente claras e mais simples de lidar.

O resultado principal desta tese, que desenvolveremos nos Capitulos II e III, sera
obtido para o sistema C’, e portanto tem relacdo apenas com as reducoes 1.4.1 a 1.4.4. As
demais redugdes s6 serdo utilizadas quando propusermos uma extensao deste resultado para

os sistemas M e I, no Capitulo VII desta tese.

§5 Pior Seqiiéncia de Reducao para C’

A defini¢do de pior seqiiéncia de reducio para derivagdes em C’ que iremos enunciar
e utilizar foi introduzida em Massi[1990], Capitulo VII. A pior seqiiéncia de reducdo para
uma derivacdo w €, intuitivamente, aquela que leva em consideracdo todas as férmulas
méximas que podem ser geradas a partir das formulas méximas ja existentes em 7. Isso quer
dizer que, para cada “possivel” formula méxima ¢ de w, existe um passo da pior seqiiéncia
para © que realiza a reducao de .

Apresentaremos agora duas defini¢des necessarias a definicao da pior seqii€ncia.

1.5.1 DEFINICAO: F(n)
Seja w uma derivacdo em C’. Denotamos por F(r) a primeira ocorréncia de férmula

maxima de wt, de baixo para cima e mais a direita.

1.5.2 DEFIN ICAO: Férmula Maxima Principal - FP(n)
A formula mdxima principal de wt, representada por FP(m), € definida por inducdo no
ndmero de ocorréncias de formulas mdximas em 7w, da seguinte maneira:

(1) Base: A tunica formula maxima de «t € FP(n);
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U

mooB
(2) Se w é da forma ©= % , tal que
T3
() AoB é F(n);

e
(if) A regra (o) mostrada néo corta top-formula de =

entao:
¢ FP(n)= iADB , se m, for normal,

FP(m,) , se m, ndo for normal .

[A]"
L)
T, B
(3)Se m é da forma ©= QDB ,onde
T3
(1) AoB é F(n);
e

(if) A € cortada pela regra (oI) mostrada,

entao
+ FP(n)= AoB;
T L)
A, A,
4) Se w é da forma ©= % (1<i<2),onde AAA, é F(n),
T3

entdo, para (1 <j<2 e j+#i)temos que:
+ FP()= JLAI/\A2 , se 7, for normal;

FA(m,) , se m; ndo for normal .
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U
A
Vi

(t)

(5) Se mé daforma ©w= , onde VxA()é F(n),

Tty

entao:

o FP(n)= VxA(x).

1.5.2.1 OBSERVACAO:
E imediato, pela defini¢do acima, que para cada derivagdo ndo normal & existe uma
e apenas uma ocorréncia de formula ¢ tal que = FPA(w). Ou seja, FP(m) existe e € unica para

toda derivacdo ndo normal 7.

1.5.3 DEFINICAO: Pior Seqiiéncia de Reducéo

A pior seqiiéncia de redugdo para uma derivacdo m em C’ é uma seqiiéncia de
derivacdes denotadas por ©°°, n°*, n°2,... , tal que:

(1) ém;

(2) Cada n°*** € obtido de n°* pela reducdo de FP(m°);

(3) A dltima derivagdo da seqiiéncia, quando existe, € normal.

1.5.3.1 OBSERVACOES:
(@) A notagio m D’ indica que ' = n°2.

(b) A notagio n ®» 7’ indica que existe 1 < i< o tal que " = ©°*. Neste caso,

dizemos que 7 se reduz da pior forma a 7’. A notacio n 2», 7’ indica que m =1’ ou © 2 1.
(c) Note que se w € normal, entdo m = n°° € a tnica derivacdo da pior seqiiéncia de
reducdo para m.
(d) Também utilizaremos a notacdo n° para n°*.
(e) Denotaremos o comprimento da pior seqiiéncia de reducao para m por Ip(rm).

(f) Como, pela Observagao 1.5.2.1, para cada derivagdo ndo normal &, FP(r) € unico,

entdo, por isso e por (c), para cada derivacdo m, a pior seqiiéncia de reducdo € unica.
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(9) E imediato, pela unicidade da pior seqiiéncia que: (n°*)°™ = n°**= Ou seja, 0
(m+ 1)-€simo termo da pior seqiiéncia para ©°* € exatamente o (n+ m+ 1)-€simo termo da
pior seqiiéncia para .

(h) Denotaremos por 7" a ultima derivacdo da pior seqiiéncia de reducio para T,
quando esta for finita.

n°, pois a pior

(i) Para quaisquer mn< Ip(nm)< ® é claro que (°"° = (@°)°
seqiiéncia € tinica e m°" e °" pertencem a pior seqiiéncia para .

) Também pela unicidade da pior seqiiéncia de reducio temos: t=X = n* = >\,
Y p p q ¢

1.5.4 TEOREMA:

Admita que Ip(m)< ® para toda derivagdo m. Se m se reduz imediatamente a 7’
(n — 1), entdo Ip(n))< Ip(n) e existe uma derivacio n* tal que m B, n* e n” Dyp 1t
PROVA:

Ver Massi[1990], pp. 90 a 105. &

1.5.5 OBSERVACAO:

O teorema anterior estabelece que, na hipdtese do comprimento para a pior
seqiiéncia de reducdo, Ip(m), ser finito, temos Ip(n’)< Ip(n) para toda derivacdo n’ reducdo
imediata de m. Isso significa que, se provarmos que /p(r) € finito para toda derivagdo ,
entdo Ip(m), ou qualquer outra atribuicdo que seja igual a Ip(n) para toda derivagdo m,
representa um ordinal natural para derivacoes em C’.

Além disso, o teorema anterior estabelece outro fato bastante importante. Se
admitirmos Ip(m)< ® para toda derivacdo m, a unicidade da forma normal € um coroldrio
imediato de sua segunda parte. Dessa forma, provar a finitude de /p(r) para toda derivagdo
7 implica ndo apenas que o Teorema de Normalizacdo Forte é coroldrio do Teorema 1.5.4,
mas também que o Teorema Church-Rosser, da unicidade da forma normal, € coroldrio do
Teorema 1.5.4. Voltaremos a estas consideragdes no Capitulo III desta tese, depois de

termos demonstrado a finitude da pior seqiiéncia de reducdo para toda derivacdo m.
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Capitulo I

Finitude e Unicidade da
Atribuigcao Numérica o(m)



Neste capitulo introduziremos a atribuicdo numérica o(r) que associa univocamente
cada derivacdo m de C’ a um ndmero natural (finito) que possui a propriedade de diminuir
com as reducodes. Esta atribuicdo representa o nosso ordinal natural do sistema C’, que serd
o indice de indug¢do para uma prova trivial do Teorema de Normalizacio Forte. Como
introduziremos neste capitulo muitas propriedades puramente estruturais das derivacgoes de
C’, em muitas ocasioes utilizaremos exemplos e comentarios informais como ilustracao.

A atribuicdo o(mn) pode ser entendida como uma contagem exata de todas as
“possiveis” formulas maximas de uma derivagdo. Isso significa somar todas as férmulas
maximas atuais a todas as formulas maximas que podem surgir em qualquer seqiiéncia de
reducdo para a derivacdo. Se nossa atribuicdo o(m) representa de fato este nimero, entdo €
esperado que ela diminua com as redugdes, pois se 1 — 7’, ainda que esta reducdo tenha
criado em 7’ muitas novas formulas mdximas que ndo ocorriam em 7, com certeza a formula
maxima reduzida ndo existe em 7’ e, entdo, o nimero de todas as possiveis férmulas
méximas de m, o(m), € no minimo uma unidade maior que o(r’). Dessa forma, a nossa

defini¢do de o(m) tem que ser pautada por dois compromissos fundamentais:

(a) representar de fato uma contagem de todas as possiveis formulas maximas para
uma derivagdo 7w e, portanto, diminuir com as reducoes;

(b) ser produzida de uma maneira tal que seja possivel provar sua finitude.

Podemos dizer que o comprimento da pior seqiiéncia de reducdo de Massi, /p(n),
cumpre satisfatoriamente, por si s4, apenas o primeiro compromisso, mas nao o segundo. A
definicdo de o(m) que proporemos aqui, por sua vez, cumpre de fato os dois objetivos. Além
disso, como provaremos que o(n)= [p(n) para toda derivacdo m, a nossa definicio de o(m)
pode ser interpretada como uma maneira alternativa de contarmos o nimero de todas as
possiveis formulas médximas de uma derivagdo m. Maneira esta que nos propiciou a prova de
sua finitude.

Neste capitulo apenas definiremos formalmente a atribui¢do o(m) e provaremos sua
finitude e unicidade para toda derivacdo m. A prova de que o(r) diminui com as reducdes e
a prova do Teorema de Normalizacio Forte e dos outros resultados que obtemos como

conseqiiéncia deste desenvolvimento, apresentaremos no capitulo seguinte.
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O capitulo estd dividido em 4 secdes principais. Na primeira delas, apresentamos a
noc¢do de segmento-o,, que € uma das mais importantes propriedades estruturais do nosso
desenvolvimento, sobre a qual estd alicercado boa parte do nosso método. Vdrios outros
conceitos relacionados com este também sdo definidos. Além disso, introduzimos algumas
propriedades e os primeiros resultados envolvendo as nogdes apresentadas. Ainda na
primeira se¢do, no Comentario 2.1.16, fazemos uma breve exposi¢ao informal do método de
obtencdo de o(m), com o intuito apenas de esclarecer e situar o leitor.

Na segunda secdo, outra no¢do importante € apresentada: a nocdo de subdrvore.
Varios resultados envolvendo esta nocdo e os conceitos anteriormente apresentados serdo
aqui desenvolvidos.

Na terceira secdo, introduzimos as nocdes de multiplicacdo estrela e seqii€ncia
estrela, e provamos a finitude e unicidade da seqiiéncia estrela de toda derivagao .

Na quarta e ultima secdo, com todo o aparato até aqui desenvolvido, conseguimos
finalmente definir formalmente a atribuicdo numérica o(r) e em seguida demonstramos sua

finitude e unicidade para toda derivacao m.

§1 Segmento-o

A definicio de segmento-a é ponto de partida e chave para a definicio de o(rt). E
através dela que teremos condigdes de identificar € computar as possiveis novas formulas
maximas que poderdo surgir a partir da reducdo das atuais. Ela pode ser entendida,
intuitivamente, como uma maneira de identificar certas ocorréncias de férmulas que
“gravitam” em torno das féormulas maximas de uma derivagdo, € que representam as
ocorréncias que tém possibilidade de se tornarem férmulas mdximas, caso as férmulas

maéximas sobre as quais elas gravitam sejam reduzidas.

Faremos agora uma série de defini¢Ges técnicas necessarias a definicdo de segmento-o..
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2.1.1 DEFINICAO: Premissa Esquerda e Direita - E_(¢p) e D.(¢)
T T
A B

Considere a seguinte derivacdo: m = , lembrando que

C

%)

aplicacdo de regra de inferéncia em .

Dizemos que A, a premissa esquerda da aplicagdo da regra, é a premissa esquerda de C
em 7w, e denotamos por: A= E (C). Analogamente, B é a premissa direita de C em =,
denotada por: B= D (C).

U

Se n € do tipo: m = —, dizemos que A, a tnica premissa de B, € a premissa direita

B
U

de B em ©t (A= D, (B)), e que E,(B) ndo estd definida.

2.1.1.1 OBSERVACOES:
(a) Se A € premissa de B em wt, dizemos que A ocorre imediatamente acima de B em ©

e que B ocorre imediatamente abaixo de A em .
Ty T

. B
(b) Dizemos que ¢ ocorre a esquerda de w em 7 se m € da forma ©t = , onde ¢

C
T3
ocorre em T, € \y ocorre em T,. Se o= A=r(n,) e y=B=1r(n,), entdo dizemos que ¢ ocorre

imediatamente a esquerda de v em .

2.1.2 DEFINICAO: Ramo

Uma seqiiéncia A,, ... , A, de ocorréncias de formulas em uma deriva¢do © é um

ramo se estiverem satisfeitas as seguintes condicoes:
(1) A, é top-formula;
(2) A, é premissa de A,,,, para cada (i< n);
B A, € nm).
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2.1.2.1 OBSERVACOES:

(@) Cada ramo de w € a seqiiéncia das ocorréncias que se inicia em uma top-féormula e
vai descendo, através das aplicagdes de regras, até chegar a raiz.

(b) Dizemos que @ ocorre acima de y em 7, se ¢ € y sdo ocorréncias de formula em 7 e

existeum ramo (A, ...,A)emntalque p €A, , yEéA, e i< j.

2.1.3 DEFINICAO: Segmento

Um segmento, em uma derivag¢do wt, é uma seqiiéncia A, , A, , ... , A, de ocorréncias

consecutivas de formulas em um ramo de «.

2.1.3.1 OBSERVACOES:

(@) Denotaremos segmentos pelas letras p e 1, com ou sem indices.

(b) Quando dissermos: “seja p um segmento ...” € ndo especificarmos nada sobre a
derivacdo em que p estd definido, j4 estard tacitamente subentendido que estamos nos

referindo a um segmento p de uma derivagao qualquer m.

2.1.4 DEFINICAO: Comprimento de um Segmento

Definimos o comprimento ou tamanho de um segmento p, denotado por /(p), como o
numero natural que representa o numero de ocorréncias de féormulas do segmento p. Se
p=A,,..,A, entdo l(p)=n.
2.1.5 DEFINICAO: Ponte entre Segmentos

Uma ocorréncia de formula ¢ de uma derivacdo m é uma ponte entre os segmentos
p,=A,, ..., A ep,=B,, ..., B, quando um dos dois itens abaixo ocorre:

(1) Ou ¢ é premissa de B, e conseqiiéncia de A_;

(2) Ou o é premissa de A, e conseqiiéncia de B,.
2.1.5.1 OBSERVACOES:

(@) Uma ponte € a tnica ocorréncia entre dois segmentos.

(b) Dizemos que p, e p, sdo segmentos ligados quando existe uma ponte entre eles.
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2.1.6 DEFINICAO: Cadeia-p de Segmentos

Dizemos que X= p,, @5, Pas Oy -oes Pa1> Puozs P € UMa cadeia-@ de segmentos de uma
derivagdo m se:

(1) Para todo i, 1 <i<m, p,=A,,, ..., A, ¢ um segmento de 7, o qual chamaremos
de subsegmento de X;

(2) Paratodo i, 1 <i< m, @, € ponte entre p, € p,,;

(3) A menos de parametros, cada ¢, (1 <i < m) é ocorréncia da mesma férmula ¢

(dai o nome cadeia-o).

2.1.6.1 OBSERVACOES:

(@) E imediato pelas definicdes de segmento e ponte de segmentos que X, uma cadeia-
@, é por sua vez um segmento.

(b) Algumas vezes denotaremos X por: X= @;p,, ..., p. » onde ¢ é a formula das

pontesde X e p,, ..., p, 40 0s subsegmentos de X.

2.1.7 DEFINICAO: Centro e Ocorréncia Central
Dizemos que o centrode p=A,, ..., A, , denotado por c(p), € o nimero racional dado

por: c(p)= (n+ 1)/ 2. Se c(p) € inteiro, entdo A, ,, € chamada de ocorréncia central de p.

2.1.7.1 EXEMPLO:
pi= Al’ Az’ A3’ Au As’ As pP= B1’ Bz’ B3’ B4’ Bs

l

dp)=3,5 dp)=3 B, é ocorréncia central.

2.1.7.2 OBSERVACOES:

(@) Podemos entender o(p) como um numero que divide p ao meio, de tal forma que
o numero de ocorréncias com indices menores ou iguais que c(p) € igual ao numero de
ocorréncias com indices maiores ou iguais que c(p) em p.

(b) Se p tem comprimento par (n € par), o(p) ndo € inteiro, portanto, p nao possui

uma ocorréncia central.
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(c) Dizemos que uma ocorréncia A, de p=A,, ..., A, estd na primeira metade de p se i
< dp). Se i > dp), entdo A, estd na segunda metade de p. Note que a ocorréncia central de um

segmento p estd nas duas metades de p.

(d) Quando dissermos: “Seja p um segmento de ocorréncia central A,”, ji estard

tacitamente subentendido que p tem comprimento impar.

2.1.8 DEFINICAO: Ocorréncia Simétrica

Seja p=A,, ..., A, um segmento. Dizemos que as ocorréncias A, e A_ sdo ocorréncias

simétricas em p quando elas eqiiidistam do centro de p. Ou seja, quando: |s - dp)| = |r - d(p)|.

2.1.8.1 EXEMPLO:

Sao simétricas as ocorréncias “unidas” dos segmentos abaixo:

plz Al’ A2’ A3, A4, AS’ A6 p2:B

TS T

2.1.8.2 OBSERVACOES:

(@) Toda ocorréncia de qualquer segmento p possui uma ocorréncia simétrica.

(98]
N
o
o

(b) A tnica ocorréncia que € simétrica a si mesma € a ocorréncia central de um
segmento.

(c¢) Diremos que as ocorréncias simétricas de um segmento formam pares, € que a
ocorréncia central faz par consigo mesma. Chamaremos cada par de ocorréncias simétricas
de um segmento de par simétrico.

(d) Sejam A, e A, ocorréncias simétricas de p=A,, .., A. E ficil ver que:

r=n—-s+1 e s= n—r+ 1.

2.1.9 DEFINICAO: Segmento-o de Nivel 1
Seja p=A,, ..., A

Dizemos que p é um segmento-o de nivel 1 em 7 se, para todo j tal que 1 < j < i=dp), A,

um segmento em uma derivacdo m de ocorréncia central A,.

n

(ocorréncia da primeira metade de p) e A, ,,, (ocorréncia da segunda metade de p simétrica
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a Aj), a menos de parametros, sdo ocorréncias da mesma férmula, onde Aj ¢ conseqiiéncia

de regra de introducdo e A,__,,, é premissa maior de regra de eliminacdo.

2.1.9.1 EXEMPLO:

Considere 7 a seguinte derivagao:

A B
ArB C

(AAB)AC D
p| [ — (AAB)A\C)AD — FEM

(AAB)AC
ArB

A

O segmento p= AAB, (AAB)AC, ((AAB)AC)AD, (AAB)AC, AAB é segmento-o. de
nivel 1 em 7, pois as ocorréncias de cada par simétrico de p sao ocorréncias da mesma
féormula, sendo que suas ocorréncias da primeira metade sdo todas conseqiliéncias de regra
de introducdo e suas ocorréncias da segunda metade sdo todas premissas maiores de regra de

eliminagao.

2.1.9.2 OBSERVACOES:

(@) E imediato pela defini¢do que se p é um segmento-o. de nivel 1 em =, a ocorréncia
central de p é a unica formula maxima de ©= em p. Veja que, no exemplo, (AAB)AC)AD ¢
férmula maxima.

(b) Dizemos que um segmento-a de nivel 1 € determinado pela ocorréncia de férmula
méxima que ele contém (sua ocorréncia central).

(c) Também ¢ imediato pela definicdo acima que toda ocorréncia de formula mdxima
determina um segmento-a de nivel 1, que tem pelo menos a prépria FM como elemento.

(d) Denotamos o maior segmento-o. (maior comprimento) de nivel 1 em m,
determinado pela FM o, por: o ().

(e) Dizemos que cada par simétrico de um segmento-o. de nivel 1 é um par-a de nivel 1.
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2.1.9.3 COMENTARIOS:
Vamos retomar a derivacdo m do Exemplo 2.1.9.1 acima, e aplicar a Reducdo 1.4.1 a

sua unica formula maxima. Temos:

A B
ArB C A B
(AAB)AC &A/\B C
T o= AAB)AC)AD - o= AAB)AC ™
(AAB)AC V ArB
ArB A
A

A reducdo aplicada a © fez o par-a (par de ocorréncias simétricas) mais préximo do
centro de p se “colapsar” em uma tnica ocorréncia de (AAB)AC em m’. Esta ocorréncia é,
por sua vez, férmula maxima em 7, pois € conseqiiéncia de introduc¢do e PM de eliminacdo.
Se agora reduzirmos a férmula mdxima de 7’, temos uma situacdo semelhante, onde
duas ocorréncias de AAB de 1’ se colapsam em uma tnica ocorréncia de ©t”, que é féormula

maxima. Vejamos:

A B
AB /C\A B

T o= AAB)AC - = AAB™
AAB A
A

A definicdo de segmento-a de nivel 1 foi introduzida justamente para dar este tipo
de informacdo. Se p=B, C, D, C, B for um segmento-a de nivel 1 em uma derivagdo =,
entdo D, a ocorréncia central de p, € FM em m. Sua reduc¢do produz uma derivagdo 7’ na
qual as duas ocorréncias de C se colapsam em uma tnica, que é FM em 1’. A redugio de C

em 70’, por sua vez, produz uma derivacdo n” na qual B é FM.
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Se p € (D) (0 mais comprido segmento-o. determinado por D em ), entdo sabemos
também que a reducdo de B em n” ndo produz uma férmula maxima na ocorréncia
colapsada em ©’”, caso contrdrio haveria mais um par simétrico em p.

A definicdo de segmento-o. de nivel 1, no entanto, ndo consegue identificar todas as
férmulas méximas que podem surgir do colapso das ocorréncias que gravitam em torno das
formulas maximas de uma derivacdo. Para conseguir identificar todas essas, precisamos
tornar esta definicdo mais poderosa, e, para isso, introduziremos o conceito de segmento-o
de nivel n, com n> 1. Este novo conceito € introduzido por uma definicao indutiva, da qual

a definicdo de segmento-a de nivel 1 € a base.

2.1.10 DEFINICAO: Segmento-o. de Nivel n (n> 1)

Dizemos que p=A,, ..., A, é um segmento-a de nivel n (n> 1) em uma derivacio 7, se
existe i< m/ 2 tal que as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

(1) Para todo j, 1 < j < i, A, (ocorréncia da primeira metade de p) e
A, (ocorréncia da segunda metade de p simétrica a A,), a menos de pardmetros, sdo
ocorréncias da mesma férmula, onde A, é conseqiiéncia de regra de introdugdo e A__,,, é
premissa maior de regra de eliminagao;

(2) A,,; (ocorréncia da primeira metade de p) e A__, (ocorréncia da segunda metade
simétrica a A,,,) representam a primeira e a ultima ocorréncias de X, uma cadeia-¢ de
segmentos em 7 que satisfaz duas propriedades:

(2.1) Todos os subsegmentos de X sdo segmentos-o. de nivel menor que n, e
(2.2) Pelo menos um subsegmento de X é um segmento-o. de nivel n-1;
(3) A menos de parametros, A, e A__,,, sdo ocorréncias da formula ¢, ponte entre os

segmentos da cadeia X.

2.1.10.1 EXEMPLO:

Considere © a seguinte derivagao:
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A B,

ArB C.,
" s . D,

((AABJACIAD , —>
(AAB)AC o

» AAB _¢ —> ponte
Co(AnB) 4
@DD(CD(A/\B))_8 — M
C Co(AnB) o
\ AnB 1o

A

Os ndmeros nas regras sao apenas para distin¢cdo de referéncia entre as ocorréncias
de férmula.

Analisando a derivacdo m podemos encontrar duas formulas méximas e dois
segmentos-a. de nivel 1 determinados por elas:

p,= (AAB)AC),, ((AAB)AC)AD),, (AAB)AC), e

p,= (Co(AAB)),, Do(Co(AAB))),, (Co(AAB)),.

Note que p, e p, sao segmentos ligados, e (AAB), é ponte entre p, e p,. Portanto,
podemos considerar a seguinte cadeia-¢ em T

X=p,;, 9, p, onde o= (ArB),.

Note que as ocorréncias imediatamente acima e imediatamente abaixo de X sdo
ocorréncias da mesma férmula (AAB), que é a férmula da ponte de X, sendo a primeira
conseqiiéncia de regra de introducdo e a segunda PM de regra de eliminacdo. Dessa forma,
temos caracterizado o seguinte segmento-o. de nivel 2 em m:

p= (AnB),, X, (AAB),,.

p € segmento-o. de nivel 2 em 7, pois o par de ocorréncias simétricas externas a X em
p é composto por ocorréncias da mesma férmula, sendo a primeira conseqiiéncia de
introducdo e a segunda PM de eliminacdo (p satisfaz 2.1.10-(1)); além disso, X é uma cadeia-
¢ onde seus dois subsegmentos sio segmentos-o. de nivel 1 (p satisfaz 2.1.10-(2)); e as
ocorréncias imediatamente anterior a X, imediatamente posterior a X e a ponte de X, sdo
todas ocorréncias da mesma formula (p satisfaz 2.1.10-(3)).

O quadro completo é:
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p= (AAB),. (AAB)AC), (AAB)AC)AD),., (AAB)AC), (AnB),
(C5(AAB)),, (D(C(AAB))), (Co(AAB));, (AnB),.

X=((AAB)AC);, ((AAB)AC)AD),, (AAB)AC)s, (AAB)g,
(Co(AAB));, Do(Co(AAB)))g, (Co(AAB)),.

o= AnB.

p1= (AAB)AC)s, ((AAB)AC)AD),, ((AAB)AC)s.

pr= (Co(AAB)),, Do(CS(AAB))),, (C(AAB)),.

2.1.10.2 OBSERVACOES:

(@) Dizemos que um segmento-o. de nivel n (n> 1) € determinado pela cadeia-@ de
segmentos que ele contém.

(b) Quando dissermos que p é um segmento-o., sem especificar seu nivel, estard
tacitamente subentendido que p € um segmento que satisfaz ou 2.1.9, ou 2.1.10.

(c) Denotaremos o nivel de um segmento-o. p por n(p).

(d) Dizemos que cada par simétrico de p, um segmento-o. de nivel n, que ocorre fora
da cadeia X que determina p, € um par-a de nivel n. Ou seja, os pares-o. de nivel n sdo os
pares que satisfazem o item 1 da Definicao 2.1.10.

(e) E ficil ver que se pep é ponte da cadeia X que determina p, entio ¢ ¢é

conseqiiéncia de regra de eliminagdo e premissa de regra de introducao.

2.1.10.3 COMENTARIOS:

Vamos retornar a derivagdo m do Exemplo 2.1.10.1. Temos em n duas férmulas
maximas que determinam dois segmentos-a de nivel 1, cada um deles com uma ocorréncia
central e um par simétrico (par-a) em torno desta. Se reduzirmos estas duas férmulas

maximas, obtemos a seguinte derivacao n’:
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A B,
ArB C.,
AABIAC 5 —> mm
ArB
C Co(AnB) ¢ > mm
AAB 1,
A

Note que 7’ tem duas formulas mdximas, ambas previstas nos segmentos-o. de nivel 1
de m. Além disso, os dois segmentos-o de nivel 1, determinados pelas duas férmulas
méximas de m’, s6 possuem as proprias FMs como elementos, pois a ocorréncia
imediatamente abaixo de (AAB)AC nao é premissa maior de regra de eliminacdo, e a
ocorréncia imediatamente acima de C>(AAB) ndo é conseqiiéncia de regra de introducgao.

No entanto, se reduzirmos as duas FMs de n’, obtemos a seguinte derivacdo

A B,
n’ = AAB o >

A ,onde AAB é FM em m”.

Note que AAB € uma féormula maxima de uma derivacdo a qual & se reduziu (através
de 4 redugdes), e nenhum segmento-o de nivel 1 em w foi capaz de indicar que as
ocorréncias (AAB), e (AAB),, iriam se “colapsar” em uma férmula maxima.

Isso ocorreu porque em 7 temos dois segmentos-o. de nivel 1 separados por apenas
uma ocorréncia. Quando reduzimos completamente os dois segmentos-a, tivemos o
“colapso” de trés ocorréncias em uma unica, que se tornou formula maxima: a ocorréncia
imediatamente acima do primeiro segmento, a ocorréncia entre os dois segmentos € a
ocorréncia imediatamente abaixo do segundo segmento.

O que este exemplo ilustra é que nao apenas formulas méximas podem determinar
pares de ocorréncias que as reducdes podem fazer colapsar em novas formulas mdaximas

. a . 17 .
(pares-a.). Seqiiéncias de segmentos separados por ocorréncias da mesma formula (cadeias-

17
Mesma a menos de parametros.
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¢) também podem. E exatamente este tipo de situacdo que os segmentos-a. de maior nivel
permitem descrever.
Podemos representar esquematicamente um segmento-o. de nivel 1 através de um

hexagono, da seguinte maneira:

& AN
N /!

O centro, mais largo, representa a formula maxima que o determina. Como cada

ocorréncia da primeira metade € conseqiiéncia de regra de introducdo, o “comprimento”18
das féormulas vai sempre aumentando na primeira metade, até chegar a formula maxima no
centro. Como as ocorréncias da segunda metade sao todas PM de regras de eliminacdo e
ocorréncias das mesmas formulas que as ocorréncias da primeira metade, o “comprimento”
das férmulas na segunda metade vai diminuindo na mesma medida em que aumentou na
primeira.

Expandindo este tipo de representacdo para segmentos-o de nivel 2 temos, por

\
BN

exemplo:

ol

1

ﬂ\/\\

P2

18
Esta nocdo serd introduzida formalmente mais adiante.
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Cada hexdgono mais escuro do centro representa um segmento-a de nivel 1 que é
subsegmento de X, a cadeia que determina o segmento. A lacuna entre os hexdgonos
representa ocorréncia da ponte de X, e os dois trapézios das pontas, mais claros,
representam as duas seqiiéncias de ocorréncias simétricas que ocorrem fora de X. A de cima
formada por ocorréncias conseqiiéncias de introdugdo, e a de baixo por premissas maiores
de eliminagdo. Cada par-a. de nivel 2 tem uma ocorréncia no trapézio de cima e outra no de
baixo.

De acordo com a Definicdo 2.1.10, um segmento-a. de nivel 3 é um segmento-a no

qual pelo menos um dos subsegmentos da cadeia que o determina € segmento-a de nivel 2.

Esquematicamente, teriamos algo como:

A

P1 P11
01

Py

o
N4

]
~d

N
4
(.

Com isso tudo acreditamos ter deixado clara a definicdo de segmento-a.

ﬁ

Apresentaremos agora mais algumas definicdes e resultados basicos concernentes aos

segmentos-o. para, em seguida, de posse de todas essas ferramentas tedricas, fazermos uma
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explicacdo preliminar de como obteremos a atribuicio numérica o(n), € de porque temos
afirmado que ela intuitivamente representa o nuimero de todas as possiveis formulas

maximas para uma derivacao 7.

2.1.11 DEFINICAO: Ocorréncia Pesada (OP,) ¢
Ocorréncia Candidata a Férmula Maxima (CM,)

Dizemos que uma ocorréncia de férmula ¢ em uma derivacdo m é uma ocorréncia
pesada em 7 (OP,) se ¢ for premissa maior de regra de eliminacdo e pertencer a algum
segmento-o de T.

Se ¢ for OP, e ndo for FM,, dizemos que ¢ € ocorréncia candidata a formula mdxima

ou candidata a mdxima em 7w (CM ,).

2.1.11.1 OBSERVACAO:
Como toda férmula maxima determina um segmento-a (ver Observacio 2.1.9.1-(c)) e

€ premissa maior de regra de eliminacdo, entdo toda formula méxima € ocorréncia pesada.

2.1.12 LEMA:

Para cada ocorréncia pesada ¢ de uma derivacdo m temos uma € apenas uma
ocorréncia y em 1 que forma par-a. com .
PROVA:
Existéncia:

Seja p o mais comprido segmento-a de menor nivel ao qual ¢ pertence.

Se n(p)= 1, entdo o resultado € imediato pela Defini¢do 2.1.9.

Se n(p)> 1, temos:

() @ ndo ocorre em nenhum subsegmento da cadeia X que determina p, pois sendao p
nao seria o segmento-o. de menor nivel ao qual ¢ pertence; e

(i) @ ndo € ponte de X, pois @ ¢ PM de eliminacdo, e toda ponte de X € premissa de
introducao (ver 2.1.10.2-(e)).

Logo, por (i) e (ii) temos que ¢ ocorre fora da cadeia X que determina p, e portanto

o resultado € imediato por 2.1.10-(1).
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Unicidade:

A unicidade € garantida pela unicidade dos segmentos-o. que € garantida pela
unicidade das aplicacoes de regras. Nao existem dois mais compridos segmentos-o. de menor
nivel ao qual ¢ pertence. Isto pode ser provado com uma induc¢do dupla, no nivel dos

segmentos-o € na “distancia” entre @ e a formula méxima ou cadeia que determina p. ¢

2.1.13 DEFINICAO: Ocorréncia Associada 2 Ocorréncia Pesada - ass,(¢)

A ocorréncia y, em uma derivagdo m, que faz par-o. com a ocorréncia pesada o,

chamamos ocorréncia associada a @ em 1 e denotamos por: Y= ass,(Q).

2.1.13.1 OBSERVACOES:

(@) Todos os pares-o de qualquer segmento-o. sao formados por uma ocorréncia
pesada e uma ocorréncia associada a esta. Portanto, se y= ass(¢), entdo ¢ e y, a menos de
parametros, sdo ocorréncias da mesma férmula, onde y é conseqiiéncia de regra de
introducdo e ¢ € premissa maior de eliminacdo.

() Se ¢ € formula maxima em 7, entdo @= ass,(p). Ou seja, ¢ € ocorréncia associada
a si mesma em T.

(¢) Se y= ass(p), onde @ é CM, entdo y ocorre acima de ¢ em 7.

(d) Os pares-a. de uma derivacdo, com suas ocorréncias pesada e associada,
representam os pares de ocorréncias que podem se colapsar em uma férmula maxima
quando realizamos redugdes.

(e) E facil ver, pelas Defini¢des 2.1.9 e 2.1.10, que se y= ass (@), entdo, no proprio
segmento-o. em que estdo ¢ e\, existe pelo menos uma FM que ocorre entre ¢ € \, ou seja,

acima de ¢ e abaixo de y.

Seguem agora mais duas definicdes, que serdo uteis nos esclarecimentos que virdo a

seguir.

2.1.14 DEFINICAO: Comprimento de uma Derivacio - [(r)
O comprimento de uma derivacdo m, denotado por /(m), € um numero natural que

representa o nimero de ocorréncias de férmulas de n. Formalmente:
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(1) Se ® é uma férmula, ()= 1;

(2) Se 7 é % ()= [ ) ot I )+ 1.

2.1.15 DEFINICAO: Férmula Maxima Multiplicativa
Se ¢ € uma férmula méxima em © e a reducdo que se aplica a ¢ é a D-reducdo-1
(Definicdo 1.4.2), dizemos que ¢ € formula mdxima multiplicativa em .

2.1.15.1 EXEMPLO:

(AT .
T [A]
T B ) T,
= % — w= B = A>SBéFM multiplicativa de =.
Ty T3

2.1.16 COMENTARIO: Esquema Geral do Método de Prova
Se analisarmos as reducdes descritas em 1.4 que se aplicam a C’, veremos que, com

excecdo da Reducgdo 1.4.2, todas as demais possuem as seguintes propriedades:

(1) a reducdo imediata obtida a partir delas tem comprimento estritamente menor
que a derivacdo original;

(2) s6 alteram as ocorréncias da derivacdo exatamente no local da FM eliminada.

Se m for uma derivagdo na qual nenhuma reducdo de nenhuma das seqiiéncias de
reducdo para m € uma D-reducdo-1 (do tipo 1.4.2), entdo, l(r) € um limitante para o
comprimento de todas as seqiiéncias de reducdo para m, pois a cada reduc¢do que fizermos,
como nenhuma € do tipo 1.4.2, o comprimento da reducdo imediata sempre diminuird.
Chamemos a uma deriva¢do com esta caracteristica de derivacdo estrela19.

Com a definicdo de segmento-o. que apresentamos, temos uma maneira de saber se

uma derivagdo qualquer m € estrela ou ndo, basta que para isso olhemos para todos os

19
Mais adiante apresentaremos a definicao formal.
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pares-a de m. Em cada par-a ji temos antecipadamente a informacdo do tipo da férmula
méxima em que ele pode se tornar.

Seja (y,p) um par-a de m, onde ¢ é OP, e y=ass(p) e considere as seguintes
condicdes:

(@) A regra de eliminagdo da qual ¢ € premissa maior é (OE);

(b) A premissa menor da regra em que ¢ € premissa maior nao € hipdtese aberta em m;

(c) A regra de introduc¢do da qual y € conseqiiéncia corta alguma top-férmula de .

Chamamos de ocorréncia multiplicativa uma O P, ¢ que satisfaca essas trés condigoes.
Se isso ocorrer, entdo a formula mdaxima em que o par-o. (y,) pode se tornar serd do tipo

que € reduzida por 1.4.2 (uma FM multiplicativa). Veja:

[A]*

Uy
B ) [A] u
A-B ) [Al
Ty Ty j T, B ) T

A AoB A A-oB

- B - B = por142 B
T, Ty Ty

Figura 2.1.16.1

Se nenhum dos pares-a de m satisfizer as condicdes (a) a (c) acima, entdo © € uma
derivacdo estrela na qual nenhuma reducdo de nenhuma seqiiéncia de reduciao é do tipo
1.4.2. Isto € verdade porque, neste caso, os pares-a de m representam todas as possiveis
férmulas méximas de 7, ja que as redugdes distintas de 1.4.2 s6 podem produzir novas FMs
nas imediacdoes da FM reduzida, e sdo exatamente essas possiveis FM que os pares-a
identificam.

Temos entdo, através dos segmentos-o., uma maneira ndo sé de saber se uma
derivacdo € estrela, mas também de saber o nimero de todas as suas possiveis féormulas
maximas, caso ela o seja.

Diante disso, a idéia da atribuicdo numérica o(n) foi a seguinte: vamos definir um

processo para transformar uma derivacdo m qualquer em uma derivacdo estrela w*, na qual
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poderemos identificar todas as possiveis formulas méximas de w através dos pares-o. de m*.
Este processo basicamente consiste em identificar os pares-a que podem se tornar férmulas

maximas multiplicativas (os que satisfazem as condic¢des (a) a (c) acima), e fazer a seguinte

operacao:
T
[AT" [A]
Ty Ty
B B
A>oB AoB
T, Ty, Ty
A Ao5B } ) A AoB ]
B B
T3 T3

Figura 2.1.16.2

T,, que seria “multiplicado” na Redugdo 1.4.2 quando o par-a (AoB, AoB) se
tornasse uma FM, ja € multiplicado exatamente para o lugar em que ele seria na reducao.
Chamemos esta operagdo de multiplicagdo—*.zo

Fazendo isso, (AoB, A—oB) continua sendo um par-o, s6 que agora um
par-a. que nao satisfaz a condi¢@o (b), € a formula méxima na qual ele pode se tornar nao

mais € reduzida por 1.4.2, mas por 1.4.3. Veja:

T
[A] [A]
T, T, T,
B k L [A] U7
A>SB A>B ) [A]
T, Ty Ty B 75)2
A A-B % A AoB A A-oB .
B B - B por1.43 7 B
T, m, T3 3

Figura 2.1.16.3

20
Definiremos formalmente mais adiante.
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Note também que a derivagdo final, apds a reducdo da férmula méxima em que o
par-a se tornou, é a mesma, quer tenhamos feito ou ndo a multiplicacdo-* no par-a (ver
Figura 2.1.16.1).

Com isso, queremos mostrar que a alteracdo provocada pela multiplicacdo-* €&
apenas a antecipacdo de um passo que a reducdo faria. Ela realiza uma parte do trabalho
que a reducgdo faria, sem no entanto eliminar a possibilidade do par-o. se tornar uma FM.

Os pares-o. dos segmentos-o. ndo conseguem identificar todas as possiveis féormulas
méximas de uma derivacdo ndo-estrela justamente porque a Reducdo 1.4.2 altera as
ocorréncias da derivagdo ndo apenas no local da formula méaxima eliminada, mas também
em todos os pontos onde m, é “multiplicado”. Quando realizamos uma multiplicagdao-*,
estamos justamente provocando esta alteracdo na deriva¢do, que pode proporcionar o
surgimento de novas FMs e, conseqiientemente, de novos pares-o., sem no entanto eliminar
nenhuma FM nem par-a da derivagao original.

Dessa forma, o trabalho para obtencdo da atribui¢do numérica o(m) consiste em
provar que, de uma maneira controlada, conseguimos, através de um nuamero finito de
multiplicagdes-*, transformar uma derivacdo qualquer m em uma derivacdo estrela
correspondente m*, na qual podemos agora ‘“contar” o numero de todas as possiveis
formulas méximas de m, apenas contando o numero de todos os pares-a de n*. Com isso,
fazemos o(r) ser o nimero de pares-a de m*.

Se provarmos que a cada derivacdo m temos uma e apenas uma derivagdo m*
associada, a qual obtemos através de um numero finito de multiplicagdes-*, temos que o
ndmero de pares-a de ©* (o(r)) representa uma atribui¢cdo numérica tnica e finita para cada
derivacdo m que, pelo que discutimos acima, deve representar o numero de todas as
possiveis formulas maximas de 7.

Podemos entdo dividir o trabalho restante para a obtenc¢do do ordinal natural da
seguinte forma:

(@) Formalizar esta definicdo de o(r) provando que € uma atribui¢do univoca e finita
para toda derivagao m.

(b) Provar que o(m) diminui com as reducdes (1 > 1~ = o(n’)< o(n)) e, portanto, é

um ordinal natural para C’.
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(c) Provar que o(m) € igual ao comprimento da pior seqiiéncia de reducdo para toda
derivacdo 7 (o(m)= Ip(m)) e, portanto, que € o menor ordinal natural para C’.

(d) Provar o Teorema de Normalizagdo Forte para C’.

O Item (a) é desenvolvido neste capitulo, enquanto que os Itens (b), (¢) e (d)
realizaremos no capitulo seguinte.

Diante do discutido acima podemos sintetizar o processo de obtencdo de o(r) da
seguinte maneira: dada uma derivacdo 7w obteremos uma seqiiéncia finita de
multiplicagdes-*, 1 = 1*° 5 11** 5 1*2 5 ... 5 1* = 1v*, onde ©* € uma derivagio estrela
(Qque nao possui ocorréncias multiplicativas). o(r) é entdo definido como o nimero de
ocorréncias pesadas de m*, que pelo que discutimos deve representar o nimero de todas as
possiveis formulas maximas para 7.

A prova de que o(r) assim definido € unico e finito para cada derivacdo m é obtida
através de uma adaptacdo do método de Prawitz para a demonstracio do Teorema de

21
Normalizagdao Fraca para C’ , que consiste em propor um critério de escolha para a
ocorréncia multiplicativa que deve ser multiplicada a cada passo da seqiiéncia de

multiplicages-*. O critério que adotamos € o seguinte:

(a) Chamamos de T(m) a ocorréncia multiplicativa de m de maior comprimento
(maior nimero de conectivos) cuja ocorréncia associada ocorra mais acima e a
direita em 7.

(b) Cada n** (1 < 1< n)da seqiiéncia estrela € obtido pela multiplicacdo-* de T'(n**™*).

Chamemos de g(n) o comprimento méaximo das OM, e de ng(n) a quantidade de
OM, com comprimento mdximo (igual a g(n)). Através do critério de escolha de T(m)
k

provamos que se n** 5 7w***' pela multiplicacdo-* de T(m), entdo o par (g(n**), ng(n®)) é

22
maior que o par (g(rn***'), ng(n****)). Dessa forma, uma induc¢do dupla em (g(n), ng(mn))

21
Cf. Prawitz[1965], p. 40.

22
Estamos considerando que (a,, b,)> (a,, b,) se a;> a,, ou se a;=a, € b;> b,.
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prova a finitude desta seqiiéncia de multiplicagdes-*, que termina em uma derivacio estrela
k.

Mas se n* foi obtido de m através de um numero finito de operagdes finitdrias (as
multiplicagdes-*), entdo n* tem comprimento finito, e portanto um numero finito de
ocorréncias pesadas. Como o(rn) é definido como o nimero de ocorréncias pesadas de m*,
temos garantida a finitude da atribuicdo o(m).

Como a cada derivacdo m sé podemos ter um 7(m) relacionado, a seqiiéncia de
multiplicacdes estrela que levou a w* € inica para cada derivacdo m. Assim, a cada derivacio

7 temos um unico ¥ associado e, portanto, um tnico o(m).

Esperamos, com todas essas consideracdes, que s6 pudemos fazer apds termos
introduzido as noc¢des mais fundamentais, apenas ter esclarecido o leitor sobre o caminho
que adotamos para a obtencdo deste resultado. Seguimos agora com a exposi¢ao formal

deste argumento.

2.1.17 DEFINICAO: Grau de uma férmula - gr(o)

O grau de uma formula ¢, denotado por gr(®@), € um numero natural definido
indutivamente da seguinte maneira:

(1) Se ¢ € féormula atdomica, entdo grn(p)= 0;

(2) Se ¢ € (AoB) ou (AAB), entdo gr(@)= gnlA+ gr(B)+ 1;

(3) Se ¢ € (VxAx), entdo, gr(@)= glA)+ 1.

Ou seja, o grau de uma férmula ¢ € o niimero de ocorréncias de conectivos em ¢ (0
comprimento de @).

Antes de terminarmos esta se¢cdo demonstraremos dois teoremas diretamente
relacionados com a definicdo de segmento-a,, que relacionam o comprimento de ocorréncias
de segmentos-o. com suas posi¢des nestes segmentos. Estas relacdes podem facilmente ser
percebidas, geometricamente, na representacdo esquemdtica que sugerimos para o0s
segmentos-o. em 2.1.10.3. Estes teoremas serdo tteis para a demonstracdo de que todas as
novas ocorréncias pesadas que podem surgir da multiplicacdo de T(n) tém grau

(comprimento) estritamente menor que o comprimento da ocorréncia multiplicada (T (r)).
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2.1.18 TEOREMA:

Se p=A,, ..., A, é um segmento-a de nivel 1, entdo toda ocorréncia ¢ em p é tal
que: gr() = gr(A,).
PROVA:

23
Imediata pela Defini¢do 2.1.9. ¢

2.1.19 TEOREMA:

Sejam p=A,, ..., A, um segmento-o. de nivel maior que 1 e X= @;p,, ..., p, a cadeia
que determina p. Temos que:

(1) Toda ocorréncia y de p que ndo estd em X é tal que:

grAy) < grly) < gro);

(2) Toda ocorréncia y, de cada p, (1 <i< n)é tal que gn(y,)> gno); e

(3) Toda ocorréncia y de X é tal que gr(y) > gn(®).
PROVA:
Item (1)

Imediata pela Defini¢do 2.1.10. O 2

Item (2)

Provaremos por inducdo em n(p).
BASE: n(p)=2 (por hipdtese do teorema n(p)> 1).

p entdo é do tipo: p= A, ..., A;, X, A__,..s .., A, onde X € a cadeia de segmentos
que determina p.
., B
(/) Como n(p)= 2, entdo, pela Definicdo 2.1.10-(2), para todo i, 1 <i < n, n(p,)= 1.

Podemos escrever cada p; (1 <i<n)de X como: p,=B, , ..., B; .
Pela Defini¢ao 2.1.10-(3), sabemos que A, e A__;,, s30 ambas ocorréncias de .
(ii) Portanto, cada p, de X tem como ocorréncia imediatamente acima e

imediatamente abaixo uma ocorréncia de .

23
Ver representacdo esquematica dos segmentos-o. de nivel 1 nos Comentarios 2.1.10.3.

24
Ver representacdo esquemadtica dos segmentos-o. de nivel maior que 1 nos Comentdrios 2.1.10.3.
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(Zii) Por (i) e pelo Teorema 2.1.18, temos que toda ocorréncia ,, de cada p,, é tal
que gr(y,) > gr(B,,) para todo i (1 <i < n).

(iv) Por (i) e pela Definicdo 2.1.9, temos que B,, é conseqiiéncia de regra de
introducdo na qual uma ocorréncia de ¢ é premissa. Logo, grB,,)> g(), para todo i
(1<i<n).

Portanto, por (iii)) e (iv), temos que toda ocorréncia y; de cada p, € tal que
gy )> gre).

PASSO:
HI: Seja p um segmento-a € X,= @,; Wy, ..., M, a cadeia que determina p. Se n(p)< n(p),

entdo toda ocorréncia &, de cada p, (1 <i<s)é€ tal que gn§,)> gr(ey).
Como no caso da base temos:
p € do tipo: p= A, ..., A;, X, A__;.1s > A, , onde X € a cadeia de segmentos que
determina p.
Podemos escrever cada p, (1 <i<n)de X, onde n(p,)> 1, como:
p;= B, ....,B,., X,,B ., B

Para todo i, 1 < i < n, considere:

ir» in-ir+l> * in*

(@ y, uma ocorréncia de algum p;, tal que n(p,)> 1, que ocorre fora da
cadeia X,.
(b) &; uma ocorréncia de algum p,, tal que n(p,)> 1, que ocorre na cadeia X;.
(c) €, uma ocorréncia qualquer de algum p,, tal que n(p,)> 1.
(d) C’, uma ocorréncia qualquer de algum p,, tal que n(p,)= 1.
(e) £, uma ocorréncia qualquer de algum p;.
() @, a formula das pontes da cadeia de X;.
Para provar o Item (2), temos entdo que provar que gn(C”,)> gno).
Pela Definicao 2.1.10-(2), n(p,)< n(p) para todo i, 1 <i<n.
(v) Portanto, para cada p,, tal que n(p,)> 1, vale a hip6tese indutiva.
(vi) Por (v) temos que gr&,)> gro,).
(vii) Pelo Item (1), temos que gr(y,) > gn(B;)).
(viii) Mas, para todo i, 1 < i < n, B;, é conseqiiéncia de introdu¢do da qual uma

ocorréncia de ¢ € premissa. Portanto, grB;,)> gr(o).

(ix) Logo, por (vii) e (viii) temos que gr(y,)> grn (o).
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(x) Pelo Item (1) temos também que gr(y,) < gr(o,).

(xi) Portanto, por (vi), (ix) e (x) temos que gr&;)> gro).

(xii) Por (ix), (xi) e por (a), (b) e (c) temos entdo que: gn(C,;)> gn(o).
(xiii) Pelo Teorema 2.1.18 temos que gnC’,)> gr(B;,).

(xiv) Logo, por (viii) e (xiii), temos que gn(C’;)> gr(o).

Portanto, por (xii), (xiv) e por (c), (d) e (e), temos que gn(C”)> gr(®). [

Item (3)
Como as tunicas ocorréncias de X além das ocorréncias de p, sdo ocorréncias de o,

ponte de X, temos, pelo Item (2), que toda ocorréncia y de X é tal que

g(y) 2 gr(@). ¢

§2 Subarvores

Terminadas as defini¢cOes e resultados estritamente relacionados com segmentos-o,
vamos nesta secdo, continuando nosso caminho para a definicdo formal de o(m), apresentar
defini¢cOes e resultados que relacionam os segmentos-o. com as derivagdes € com partes
especificas das derivagdes em que eles ocorrem. O principal conceito que introduziremos € o
conceito de subarvore, o qual utilizaremos para nos referir a partes das derivacdes que

também tenham estrutura de arvore.

2.2.1 DEFINICAO: Quase-Derivacio
Uma quase-derivagdo € um encadeamento de aplicagdes de regras de inferéncia em
forma de 4rvore e difere de uma derivacdo apenas por nao precisar respeitar as restri¢oes

1.2.6 para aplicacdo das regras de inferéncia.

2.2.1.1 OBSERVACOES:
(@) Note que toda derivag¢do é uma quase-derivacao.
(b) Para simplificacdo de notagdo, quando for dispensavel a distin¢do entre derivacao

e quase-derivacdo, poderemos tratar quase-derivagdes como derivagoes.
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2.2.2 DEFINICAO: Subirvore Completa - V_(A)

Seja A uma ocorréncia de formula em uma derivagdo m. Dizemos que A e todas as
ocorréncias de formulas de m que estdo acima de A representam uma subdrvore completa de
7. Dizemos que esta subarvore completa € determinada por A, e denotamos V_(A).

Na definicdo seguinte, queremos caracterizar formalmente o conceito de subérvore

como sendo qualquer parte de uma derivacdao que também tenha a estrutura de arvore.

2.2.3 DEFINICAO: Subarvore

Seja m uma derivacdo. Definimos subdrvore, indutivamente, da seguinte maneira:

(1) Uma ocorréncia de formula A em 7 é uma subarvore de T;

(2) Se 1, é uma subarvore de © e B é uma top-formula de =,, entdo, n2, obtido de m,
acrescentando-se toda a regra que gerou B a m,, é uma subdarvore de 7;

(3) As subdrvores sdo obtidas apenas por (1) e (2).

2.2.3.1 OBSERVACOES:
(a) Acrescentar toda a regra que gerou B a 7, significa acrescentar a w, as premissas
de B, o traco da regra e os sinais auxiliares.
(b) A diferenca entre subarvore completa e subdrvore, € que a segunda nao precisa
conter todas as ocorréncias acima da ocorréncia que a determina. Pode terminar antes das
T
top-formulas de . Por exemplo, se ® é do tipo: T = A , entdo =, e m, sdo subdrvores de 7,
Ty
mas apenas 7, € subarvore completa. Neste caso, w, = V_(A).
() Uma subarvore, apesar de ter estrutura de arvore, pode nao satisfazer as restricoes
1.2.6. Portanto, subarvores sao quase-derivagoes.
(d) Dizemos que a aplicacdo de uma regra estd ou ocorre integralmente em uma

subdrvore quando as premissas € a conclusdo da regra ocorrem na subarvore.

2.2.4 DEFINICAO: Ocorréncia de Ligacio
Dizemos que uma ocorréncia A em uma derivacdo © € uma ocorréncia de ligagdo entre

duas subarvores de m, quando A for ocorréncia de ambas as subarvores, sendo top-formula
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de uma e raiz da outra. Dizemos que A é ligacdo para cima da subarvore na qual € top-

férmula e ligacdo para baixo da subarvore na qual € raiz.

2.2.4.1 EXEMPLO:
U
Se & for da forma: n= A ,entdo A € ocorréncia de ligacdo entre w, e m,, sendo
Uy

ligagdo para cima de m, e ligacdo para baixo de m,.

2.2.5 DEFINICAO: Subirvores Ligadas
Dizemos que duas subdrvores de uma derivacao sdo subdrvores ligadas, quando existe

uma ocorréncia de ligacao entre elas.

2.2.6 DEFINICAO: Subirvores Disjuntas

Dizemos que duas subdrvores de uma derivacdo sdo subdrvores disjuntas, quando a
unica ocorréncia comum entre elas, se houver, for uma ocorréncia de ligacdo.

Seja m uma derivagdo e m,, ..., m, subarvores de mw. Dizemos que m,, ..., T, sd0
subdrvores disjuntas em 1, quando, para todo i, j tal que (1 < i, j<m)e (i # j), w; e w, forem
disjuntas.

Note que subdrvores ligadas sdao, portanto, subarvores disjuntas.

2.2.7 DEFINICAO: Funcio Posicio pos ()

Seja m uma derivacdo e ¢ uma ocorréncia de féormula em w. Definimos a fungdo
posicdo das ocorréncias da derivagdo m, como uma funcio recursiva dada pelas seguintes
equacoes de recursao:

(1) pos(r(m))= 1

(2) posy(D(@))= posp(@)+ 1

(3) posy(Ex(@)= posy (@1 UV D@+ 1.

2.2.7.1 OBSERVACOES:
(@ A funcdo posi¢do associa univocamente cada ocorréncia de formula de uma

derivacdo m a um numero natural. A equacdo (1) garante que a raiz tem posi¢do minima; a
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equacdo (2) garante que a premissa direita de uma ocorréncia ¢ tem como posicdo o
sucessor da posicao de ¢, e a equagdo (3), que a premissa esquerda de ¢ tem como posi¢ao o
sucessor da posicdo de ¢, somado com o comprimento da subdrvore completa da premissa
direita de .

(b) A funcdo posi¢cao d4 uma defini¢cao formal do que informalmente chamamos de
“ocorréncia mais a direita de baixo para cima” de uma derivagdo. Se pos (Q)< pos(y), entdo,
dizemos que ¢ ocorre mais a direita, de baixo para cima, que y, em T.

(c) Note, pela Defini¢ao 2.2.7 e pelas Observagdes 2.1.1.1-(b) e 2.1.3.1-(b) que:

pos(@)< pos(y) < y ocorre acima de ¢ em 7, ou

y ocorre a esquerda de ¢ em .

2.2.8 NOTACOES:

. . [A] . . m n ..
Considere a derivagdo e a seqiiéncia de derivagodes Af s s A’: , onde n-1 € igual
T
. - [A]
ao nimero de hipéteses A destacadas em
T

Ty .o T,

(@) A notacdo [A] denota a derivagdo obtida através da substituicdo de cada

U3

A T,
hipétese destacada de [A] por uma derivacao Ai , 2 £j < n), de tal modo que hipdteses
T

destacadas com posicdes (Defini¢do 2.2.7) menores foram substituidas por derivacdes com

subindices maiores.

(b) Se o nimero de hipoteses A destacadas em for maior que n-1, usamos a
T
[7,]...[m,]
notagao [A] ,onde [r;] (2 < i < n) significa que pode haver uma ou mais copias de m,
T

em hipdteses destacadas A.

. o L . . T
(c) Se todas as derivacdes substituidas em [ forem copias da mesma derivagao Pf ,
T
Ty
usamos a notagdo [A], compativel com a apresentada em 1.3.1-(;).

ULy
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2.2.8.1 OBSERVACAO:

Note que, dada uma derivacdo w, tal que I(m)> 1, sempre podemos escrever m na

Ty .o T,

%/_/ . ~ .
forma nt = [A] para alguma féormula A com ocorréncias em 1 e algum n.

T

2.2.9 DEFINICAO: Ocorréncia Pesada Local
Seja m uma derivacdo, m, uma subdrvore de m e @ uma ocorréncia em 7, distinta de
n(m,), tal que @ € OP,. Dizemos que ¢ € uma ocorréncia pesada local a 7, em 7, ou ¢ € uma

OPL,(r,), se, considerando m, isoladamente, ¢ € OF,,.

2.2.9.1 OBSERVACOES

(@) ¢ € OPL (m,) quando existe um segmento-o totalmente contido em 7, no qual @ é
ocorréncia pesada. Pelas Defini¢des 2.1.9 e 2.1.10, isso € o mesmo que dizer que todas as
ocorréncias pertencentes a regra em que ¢ € premissa maior, Y= ass,(¢) € as premissas de y
ocorrem todas em T,.

(b) Quando ¢ € OP, e ndo € OF,,, dizemos que ¢ € ocorréncia pesada ndo-local a T, em
m, ou, @ é OPnL (n,).

(c) Denotaremos o numero de ocorréncias que sao OPnL (rn,) por: nl(m,).

(d) Note que se ¢ for r(m,) e OP,, ndo estamos considerando ¢ nem como OPL(r,),

nem como O PnL(m,).

Apresentaremos agora alguns resultados importantes envolvendo as nogdes ja

introduzidas.

O teorema seguinte estabelece algumas propriedades simples envolvendo segmentos-
o e subarvores. Os itens 1 a 4 estabelecem propriedades triviais e facilmente visualizaveis. O
item 5 estabelece que o grau da ocorréncia de ligacdo de uma subdrvore € um limite superior
para o grau de todas as ocorréncias pesadas nao locais a esta subarvore. Este resultado sera
util para provar que as novas ocorréncias multiplicativas que uma multiplicagdo-* pode criar

tém grau estritamente menor que a ocorréncia multiplicativa multiplicada.
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2.2.10 TEOREMA:
T
Considere = A . Entdo:
Ty

(1) nl(n,)= 0 (Nao existe nenhuma O PnL(m,));

(2) 9 € OPnL (n,) < ¢ ocorre em T, € Y= ass,(¢p) ocorre em 7;

(3) Se ¢ é OPnL(r,), entdo ¢ pertence a um segmento-o. p que possui a ocorréncia A
(ligacdo entre 1, e m,);

(4) Se A ndo pertence a nenhum segmento-a de 7, entdo nl (r,)=0;

(5) Se @ € OPnL(m,), entdo: gn(e) < grnA);
PROVA:
Item (1)

Como m, € uma subdrvore completa de m, entdo, tudo o que ocorre acima de
qualquer ocorréncia de m, estd em .

Portanto, para toda OP, que ocorre em T, temos que a regra que gera sua ocorréncia
associada ocorre também em T,.

Logo, pela Observagdo 2.2.9.1-(a), a tnica forma de uma OP, que ocorre em 7, nao
ser OP,; € quando a regra na qual esta OP, € premissa maior ndo estd integralmente em m,.
Mas isso s6 pode acontecer com r(m,).

Como r(n,) ndo é nem OPL(m,), nem OPnL.(n,) (ver 2.2.9.1-(d)), entdo ndo existe
OPnL(r,), ou seja, nl(m,)=0.

Item (2)

*=)
Como ¢ é OPnL(r,) é claro que @ ocorre em T,.
Provaremos que y= ass;(¢p) ocorre em 7, por absurdo.

Hip. do Absurdo: y= ass(¢) ndo ocorre em T,.

Como y nao ocorre em 71, e A, ocorréncia de ligacdo entre 7, e 7,, ocorre também
em 7, entdo y ndo é A. Logo:
() v ocorre em 7, e ndo € A.

(i) Como y= ass;(p), entdo ¢ ou é a mesma ocorréncia que \y ou ocorre abaixo de y.
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Como A n@o ocorre abaixo de nenhuma ocorréncia de m,, ja que A € top-formula de
TT,, por (i) e (ii) temos:

(iif) @ também nao € A.

(iv) Além disso, a unica ocorréncia de m, cuja regra ndo esta integralmente em m, é
A, pois A € a unica ligagio de ,.

Como, por (i) e (iii), nem ¢ nem y sdo A, entdo, pela Observacdo 2.2.9.1-(a), ¢ é
OPL(mt,), 0 que é um absurdo pois por hipétese ¢ € OPnL (r,).

Portanto, descartamos a Hip. do Absurdo e temos:

¢ € OPnL,(n,) = ¢ ocorre em T, € Y= ass,((¢p) ocorre em T,.
=)

Se ¢ ocorre em m, € Y=ass(p) ocorre em T,, entdo ndo existe segmento-a
totalmente definido em 7, que possua @ e y como ocorréncias, e, portanto, pela Definicio

2.2.9, temos que ¢ é OPnL (m,). [

Item (3)

Como A ¢ a tnica ligagdo entre 7, e 7,, entdo o resultado é trivial, pelo Item (2). [

Item 4)

Trivial, utilizando o Item (3). [

Item (5)

¢ € OPnL () =1iem 2 @ OCOITE €M T, € Y= ass,(¢p) ocorre em T,

Vamos provar que:

@ ocorre em T, € Y= ass,(¢p) ocorre em 1, = grn(®) < gr(A).

Seja p=B,, ..., B, 0 mais comprido segmento-a de menor nivel do qual (y,p) é
par-o..

Temos em p a seguinte situagao:

p=B,,...B,,....B,, ... B

r 1

., B
(a) Bm—r+1 é (P € Br é \Ij: assn((P);

() Se n(p)> 1, entdo B, e B__,,, sdo a primeira e a ultima ocorréncias da

..., B, onde:

m-i+l> °° m-r+l°

cadeia X que determina p;
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(¢) Se n(p)=1, entdo B,, B, ,,; e B,(,, sdo a mesma ocorréncia da FM que
determina p.

Como, por hipétese, B, ocorre em ©, ¢ B___,, ocorre em m,, e A € a unica ligacao
entre 7, e m,, temos que A € algum B,, com (r < j < m-r+ 1).

Temos entdo 3 casos, onde o primeiro e o ultimo podem ser agrupados em um
mesmo: A ¢ algum B,, ou para (r < j<i), ou para (i < j < m-i+1), ou para
(m-i+ 1< j < m-r+ 1).

CASO 1: Aé algum B, tal que (r < j< i) ou (m-i+ 1< j< m-r+ 1)

(i) Neste caso, A € algum B, ou B tal que (r < j< i).

m-34+1
(@) Pelas Definicoes 2.1.9 e 2.1.10 temos que, a menos de parametros,
B,=B, .-
Temos também que para todo k, (1< k< i), B, é conseqiiéncia de regra de
introdugdo da qual B, _, é premissa. Portanto, g(B,)> g1B,_,).
(iif) Logo, gr(B,) < gn(B,), para todo j tal que r < j < i.
(iv) Por (ii) temos que gn(B,)= gn(B,,_,,,), para todo j (r <j < ).
(v) Assim, por (i), (iii) e (iv), gr(B,) < gr(A).
(vi) Por (a) temos que =B, .., y= B, e y= ass;(9). Logo, gn(¢)= gry)= gnB,).
Assim, por (v) e (vi) temos que gri(@) < gr(A).
CASO 2: Aé algum B,, tal que (i <j < m-i+ 1).
Temos dois subcasos distintos dependendo de n(p).
SubCaso 2.1: n(p)=1
Neste caso temos, por (c), que j= c(p), e B, é a FM que determina p.
Pela Defini¢do 2.1.9, sabemos que para todo k, 1< k < j, B, é conseqiiéncia de regra
de introdugdo da qual B, _; é premissa. Portanto, gr(B,)> grn(B,_,).
(vii) Logo, gr(B;) = gnB,), para todo k, 1 <k <.
(viii) Portanto, como 1< i e i= j= (p), temos gr(B,) > gr(B,).
(ix) Por (a), temos que gr(B__,,,)= gr(B,).
Logo, como ¢ é B, .., e Aé B, temos, por (viii) e (ix): gn(A) = gr(@).
SubCaso 2.2: n(p)> 1
Temos por (b), que B,= A ocorre na cadeia X que determina p.
(x) Pelo Teorema 2.1.19-(3), temos que grn{A) > gr{(py), onde @y € a ponte de X.
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(xi) Pelo Teorema 2.1.19-(1) temos gr(B,_..,) < g(®y), pois B, _,,; ndo ocorre em X.
Logo, como B___,, é ¢, entdo, por (x) e (xi): gr(A) > gn(@). ¢

Podemos estender o resultado deste teorema para o seguinte coroldrio.

2.2.11 COROLARIO:

T, .. T,

. . -
Seja  da seguinte forma: ©t = [A]

T

Para todo j tal que 2 <j < n, temos:

(1) nly ()= 0 (N@o existe OP de © ndo local a nenhum m,);

(2) ¢ € OPnL,(m,) < @ ocorre em T, € Y= ass,(¢) ocorre em algum 7;

(3) Se @ € OPnL,(m,), entdo ¢ pertence a um segmento-o. p que possui algum A,
(ligagdo entre m, e ;) como ocorréncia;

(4) Se nenhum A, pertence a segmento-a. de 7, entdo nl,(r,)= 0;

(S) Se ¢ é OPnL (r,), entdo, gHe) < gr(A).
PROVA:

Conseqiiéncia imediata do Teorema 2.2.7/0 por indugdo em n. ¢

2.2.12 DEFINICAO: Peso de uma Derivacdo - p(m)
O peso de uma derivagdo m representa o nimero de ocorréncias pesadas em .

Formalmente, para o sistema C’ temos:

(1) Se € uma férmula, p(n)= 0;

1 for OP
(2)Semé %’ p(m)= p(r+ p(m,)1+ { se r(m,) for OF,

0 caso contrario

2.2.12.1 OBSERVACAO:

(@) E claro que o nimero de ocorréncias pesadas de uma derivacio m é igual ao
ndmero de pares-a de .

Antes de terminarmos esta se¢do, vamos apresentar dois resultados envolvendo a

nocgao de peso.

67



2.2.13 TEOREMA:
T
Se m é uma derivacgdo do tipo: m= A, entdo: p(n)= p(n, )+ p(r,)+ nl(m,).
Ty
PROVA:
Como todas as ocorréncias de m estdo ou em m, ou em T,, entdo todas as OP,
também estao ou em 7, ou em T,.
Mas, de todas as OP, que estdo em m,, temos as que sio OF,; também (ou seja
OPL,(r,)), e as que sdo apenas O P, mas ndo sao OF,; (ou seja, as OPnL,(n,)) (1 <i<2).
Assim, o nimero total de OP, é igual ao nimero de OPL (n,) somado com
OPiL(n) (1<i<2).”
Portanto, p(n)= p(nt, )+ p(n, )+ nl( )+ nl(w,).
Mas pelo Teorema 2.2.10-(1), temos que nl (mt,)= 0.
Portanto, p(n)= p(n, )+ p(m,+ nl(w,). ¢

2.2.14 COROLARIO:
Ty .. T

()Semédotipo: m= [A] .entdo p(m)= p(m H nly(m, 2 p(m,) .
T, =2
P

(2) Se m é do tipo: m = [A], entdo p(n)= p(n )+ nl (T )+ np,,(n).p(m,) .
T
PROVA:

Imediata, pelo Teorema 2.2.13, por indugdo em n.

§3 Seqiiéncia Estrela

Nesta se¢do, definiremos os conceitos a que informalmente nos referimos em 2.1.16

e provaremos que existe um modo de associarmos a cada derivacdo m uma derivagio

25
Note que para (1 <i < 2), pela Defini¢do 2.2.9 n(n;) ndo é computado nem em p(r;) nem em nly(n;). Mas

r(m,) jamais € O Py, pois € raiz de m, e r(m,), se for OFP,, serd computado em nly(r,) apenas.
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“estrela” m*, obtida por processos finitdrios, na qual podemos calcular todas as possiveis

formulas maximas de .

A definicdo seguinte formaliza a nocdo de ocorréncia multiplicativa a que nos
referimos informalmente na explicacdo 2.1.16. Em sintese, uma ocorréncia multiplicativa é
uma ocorréncia pesada que, quando por ventura se tornar uma féormula maxima, torna-se

uma férmula maxima multiplicativa (ver 2.1.15), do tipo que € reduzida pela D-reducgado-1.

2.3.1 DEFINICAO: Ocorréncia Multiplicativa (OM,)

Uma ocorréncia de férmula ¢ em uma derivacdo n € multiplicativa (¢ é OM ) se
estiverem satisfeitas as seguintes condigdes:

(1) ¢ € ocorréncia pesada em T;

(2) A regra de eliminacdo da qual ¢ é premissa maior é regra de eliminacdo da
implicacdo (OE);

(3) A regra de introducdo que gera a ocorréncia associada a ¢ corta alguma top-
-férmula de m;

(4) A premissa menor y da regra em que ¢ € a premissa maior ndo € hipdtese aberta

(ou I(V (w))> 1, ou y é top-férmula cortada).

2.3.1.1 OBSERVACOES:

(@) Uma ocorréncia multiplicativa € a ocorréncia pesada de um par-o. que, quando se
tornar uma FM, serd uma FM multiplicativa.

®) Se IV (y)> 1, chamamos ¢ de OM , do tipo 1, e se I(V,(y))=1, onde y é top-

-férmula cortada em ©, chamamos ¢ de OM , do tipo 2.

2.3.2 DEFIN ICAO: Derivacao Estrela (*)

Dizemos que &t € derivagdo estrela, se m nao possuir ocorréncia multiplicativa (OM ).

2.3.3 DEFINICAO: Multiplicacdo-* (Estrela)

Se ¢ ¢ OM,, podemos representar T como:
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[AT*

T Ty
= % , onde o= A>B ¢ OM,,.
T3

Neste caso, m, possui uma ou mais hipdteses A cortadas pela regra de introdugéo k

Uy

Ty 1
que gerou ass(A>B) e, ou I(n,)> 1, ou A = A" (' éhipétese cortada em 7).

Dizemos que nt* € obtida de 7 pela multiplicacdo-* de ASB quando:

L
[A]
o
o A A>B
= B ,
T3
. ) [A]* T, T,
onde: substituiu-se, em 7, cada top-formula destacada de por A’ e A’ em sua
Uy
posi¢do original, por A.
2.3.3.1 OBSERVACOES:
[A]"
g
A k ik
[Al ASB
T, T, T, T,
(@) A notacdo m = —A I:\ -B € uma simplificacdo de: w = —A BA 2B .
T3 T3

T .
(b) Quando A1 ¢ apenas uma hipoétese cortada em 7, temos:

[A] [AT
Ly Ly
nEAr AoB . R#EA ADB.
B B
T3 T3
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(¢) Para efeito de referéncia, chamaremos as cépias de =n, em n* de
(), ... , (my), , onde m é o nimero de hipdteses A que foram substituidas por m,

(M= 113(10,)) » € posy((my))) < posy((M))< -..< pOsp(r(Ty),).-

o T ~ <
(d) Ao substituirmos A1 por A em =, para obtengdo de n*, pode ocorrer de ©* ndo

mais respeitar as Restrigcoes 1.2.6 de aplicacdo da regra (VI), pois estamos acrescentando
uma nova hipétese a derivacdo. Com isso, temos que a multiplicacdo-* € uma operacio
definida em quase-derivagoes.

(e) A notagdo m > 7t* indica que ©t* foi obtida de © por uma multiplicagdo-*.

(f) Note que a multiplica¢io-* é uma operacdo finitaria, ou seja, se © 2 n* e I(M)< ®,

entdo [(n*)< o.

2.3.4 DEFINICAO: Grau Maiximo Multiplicativo - g(m)
O grau mdximo multiplicativo de uma derivacdo m € um numero natural, denotado

por g(n), e definido por: g(n)= max{gr(p)/ ¢ é OM,}.

2.3.4.1 OBSERVACOES:
(a) g(m) é o maior dentre os graus das ocorréncias multiplicativas de 7.

(b) Se © € derivacao estrela, g(n)= 0.

2.3.5 DEFINICAO: Nimero de Ocorréncias de
Grau Maximo Multiplicativo - ng(m)
Definimos o niimero de ocorréncias de grau mdximo multiplicativo de uma derivacao T,

ng(n), como o nimero de OMs de © com grau igual a g(r).

2.3.5.1 OBSERVACAO:

Se n € uma derivacdo estrela, ng(n)= 0.

2.3.6 DEFINICAO: Ocorréncia Estrela - T(r)

Seja m uma derivagdo e @ uma OM . Dizemos que ¢ € a ocorréncia estrela de nt, T (m),

quando:
o=T(n) < pOSn(aSSn((P)): maX{POSn(aSSn(‘i)) / é ¢OM z € 8’(‘2): gm)}.
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2.3.6.1 OBSERVACOES:
(@) A ocorréncia estrela de m, T(r), € dentre as ocorréncias multiplicativas de © com

grau maximo, a que tem ocorréncia associada de maior posicao.

[Al*
T Ty
(b) E imediato pela defini¢io acima que se © = % , onde AoB ¢é T(n),
T3

entdo g(n,)< gn)= gr(A>B). Ou seja, ndo existe OM,, de mesmo grau que ASB, ji que toda
ocorréncia de m, tem posicdo maior que a posicdo de qualquer ocorréncia de m,. € que
ass (A>B), que certamente ocorre em T,.

(¢) Também € imediato pela definicdo acima que para toda derivagdo m existe uma e

apenas uma ocorréncia estrela 7'(m).

2.3.7 DEFINICAO: Seqiiéncia Estrela

Uma segiiéncia estrela para uma derivacdo m, denotada por f3,, € uma seqiiéncia de
derivacdes denotadas por ©*°, w**
(1) m*° € m;

(2) Cada n**** € obtida de ©** através da multiplicacdo-* de T'(n**);

, T*2,..., tal que sdo satisfeitas as seguintes condigoes:

(3) A dltima derivagdo da seqiiéncia, quando existe, € uma derivacao estrela.

2.3.7.1 OBSERVACOES:

(a) Note que se m € derivacdo estrela, entdo 3, = © é uma seqiiéncia unitdria.

() Note também pela Observacdo 2.3.6.1-(c) que como para cada derivacdo nao
estrela 1 existe uma e apenas uma ocorréncia estrela 7'(m), entdo para cada derivagdo m a
seqiiéncia estrela € tinica.

(c) A notacdo m %, n® indica que © se reduz a ©* pela multiplicagdo estrela de T ().

(d) Utilizaremos para as seqiiéncias estrela a notacdo ,= n®*® %, n** 5 %2 & .,

o o
onde ©*° = , w* = 7w** e, genericamente, ©*" representa o (n+ 1)-€simo termo da seqiiéncia
estrela para m.
(e) Denotaremos por ©* o ultimo termo da seqiiéncia estrela para m, quando esta for

finita.
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(f) Se w* estd definido (In< @ / m*" € termo estrela), entdo € claro que para todo
m < n temos (T*®)* = ¥, pois a seqiiéncia estrela para 7 é Unica e ©™™ pertence A seqiiéncia
estrela de .

(9) Pela unicidade da seqiiéncia estrela também € trivial que, se ©f estd definido,
n, = MmN, = nF = nf.

(h) E claro pela defini¢do acima que: (n**)*™ = n***™. Ou seja, o (m+ 1)-€simo termo da
seqiiéncia estrela para n** € o (n+ m+ 1)-€simo termo da seqii€ncia estrela para .

(/) Note, pela Observacao 2.3.3.1-(d) que uma seqiiéncia estrela €, de fato, uma

seqiiéncia de quase-derivacdes.

A partir de agora, apresentaremos uma seqiiéncia de resultados que tem por objetivo
provar que a cada derivagdo m existe uma e apenas uma seqiiéncia estrela associada, que é
finita. Dessa forma, a cada derivagdo m associaremos univocamente uma derivacio estrela
¥, a ultima derivacdo da seqiiéncia estrela de m. Como m* serd obtida por métodos
finitarios, a propria ©* € uma derivacdo de comprimento finito, que portanto tem um
ndmero finito de ocorréncias pesadas. Assim, associando o(m) ao nimero de ocorréncias
pesadas de m*, teremos uma atribuicdo numérica que relaciona univocamente toda

derivacdo m a um numero natural (finito).

O teorema que segue assegura a existéncia e unicidade da seqii€ncia estrela para toda

derivagao m.

2.3.8 TEOREMA: Existéncia e Unicidade de 3

Para toda derivacdo m, existe uma e apenas uma seqiiéncia estrela f3,.
PROVA:

Imediata pelas Definicoes 2.3.6 ¢ 2.3.7. ¢

Com a existéncia e unicidade da seqiiéncia estrela estabelecidas, vamos agora provar
sua finitude para toda derivacdo m. Para isso a definicio a seguir serd importante.

Uma multiplicacdo-*, assim como uma redu¢ao, nao cria ocorréncias novas. Se © =
n®, cada ocorréncia de formula em n°* € obtida a partir de alguma ocorréncia de férmula em

n. A definicdo de notacdo a seguir relaciona cada ocorréncia de formula de qualquer
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derivacdo da seqiiéncia estrela para uma derivacdo m, com a ocorréncia em T que a

originou.

2.3.9 DEFINICAO: Ocorréncia Cépia-*

Sejam 7t e ©* derivacdes tais que: © 5wt

g
[A]* [A]
Uy T, T
= A ASB & nt= A _ASB ,onde AoB é T'(n).
B B
T3 T3

Dizemos que a ocorréncia y de n* é uma cdpia-* da ocorréncia ¢ de © quando uma das trés
alternativas abaixo ocorre:

(1) ¢ € A, pm da regra expressa em 1 e y € A, pm da regra expressa em ¥,

(2) ¢ e y, cada uma na sua derivagdo, ocorrem em 7, (2 < i < 3), ndo sdo hipdteses
destacadas de T, e pos,, (@)= pos,, (V).

(3) @ ocorre em T, e Y ocorre em (Ttl)j (1 £j<npym,)) e pos, (@)= pos(m,j(\p).

2.3.9.1 OBSERVACOES:

(@) E imediato pela definicio que, se y é cépia-* de ¢, entdo ¢ e y sdo ocorréncias da
mesma férmula.

() Se ¢ e y sao como em (1) ou (2) acima, entdo, denotamos y, a ocorréncia
copia-*, por: y= (¢),.

(c) Se ¢ € y sdo como em (3), entdo denotamos y por: Y= (9);.

(d) E imediato pela defini¢io que toda ocorréncia y, de m*, é c6pia de alguma
ocorréncia ¢, em mw, e pode ser representada por y=(p), para algum i
(1 <i<ngy,(ny)).

(e) Podemos expandir esta definicdo para as derivacdes da seqiiéncia estrela de m.
Considere a derivacio m* da seqiiéncia estrela para m. E imediato pela defini¢io, por
inducido em n, que para toda ocorréncia y em m*" existe uma ocorréncia ¢ em 7w tal que
W= (...(((9);1)i2)-+-)in-1- Podemos simplificar a notacdo para y= (¢);, onde i é o nimero de

Godel da seqiiéncia i, i, ..., i._, , € n € o proprio indice da derivacdo n*® em que Wy ocorre.
1 2 n-1

74



() Note, por (d) e (), que: (¢);= (¢);.

Provaremos agora um teorema onde estabelecemos propriedades fundamentais que
nos garantirdo a existéncia de uma medida de indug@o para provarmos que a seqiiéncia

estrela de toda derivacdo 7 € finita.

2.3.10 TEOREMA:

Seja ¢ uma ocorréncia de férmula em uma derivacdo nao estrela w e y= (¢); uma
copia-* qualquer de ¢ em n°. Entdo:

(1) o=T(nt) = (¢); ndo € OM _;

@ e#T(meOM,; = (9), ¢ OM,,;

(3) ¢ ndo € OM; e (¢), € OM,, = gr(9),)< gm);

@) ngm=1 < gm)> gn®);

O) ngmy> 1 = gln)=g(n®) e ng(m)= ng(n®)+ 1;

(6) g(m) = g(n*);
(7) p(m) < p(n®).
PROVA:
Temos que e ©°* tém as formas:
T
[AI [A]
T, T, T,
= A ASB e n*= u,ondeAzBéT(n).
B B
T3 T3
[A [A]
Ty Ty
Chamemos =, = A ASB e (m,), = A _ASB .
B ! B
T3 T3

(i) Note que m, e (m,), diferem apenas no corte da aplicacdo da regra que gera a

ocorréncia associada a ASB. Em (r,), ela ndo elimina hipéteses, e em m, ela elimina.
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T, T,
(i) Podemos escrever t e t* como: 1= A e n*= [A] .

Ty (14);
(iii) Pela Definicdo 2.3.9, temos que toda ocorréncia y de n°* que ocorre em (m,), €

tal que y= (¢),, onde @ ocorre em T, € pos.,(P,)= POS 14y, (V).

Como as marcas de corte sdo irrelevantes na definicdo de segmento-a, entdo temos que

¢ €O0P, < (¢), € OP,),. Segueentdo que:
(@) p(1,)= p(m,),)-
Além disso, como pelo Teorema 2.2.10 e Corolério 2.2.11, nl (r,)= nl_((r,),)= 0 temos:
W) ¢ € OPLy(m,) < (¢), € OPL ((1t,),).
Apenas por distingdo de referéncia, chamaremos a ocorréncia A, ligacdo entre 7, e
n, em 1, de A,, e as ocorréncias destacadas de T,, ligacdes entre (r,), e cada cdpia de , em

n®, apenas de A.

Item (1)
Como ¢=T(n) temos que p=A>B e wy=(A>B), (AoB que ocorre em ©°) .
A premissa menor de y € hipdtese aberta e a regra que gera sua ocorréncia associada

ndo corta top-formula em n*, portanto, pela Defini¢ao 2.3.1, y ndo € OM . [

Item (2)

Temos que provar que se ¢ # ADB € OM, entdo cada (¢), satisfaz todos os itens da
Defini¢do 2.3.1 de ocorréncia multiplicativa em ©*. Dividiremos a prova em 4 passos, onde
provaremos, para cada item da definicdo, que se ¢ satisfaz o item em =, entdo (¢); também
satisfaz em m°.

PASSO 1: Vamos provar que: ¢ € OP, = (¢); € OP,,

Como A, é premissa menor em 7, A, ndo pertence a nenhum segmento-o. em T,
logo, pelo Teorema 2.2.10-4), nl (r,)= 0.

Portanto, pelo Teorema 2.2.13, temos: p(n)= p(n, 4+ p(n,) . Ou seja, todas as O P, sdo
locais em relacdo a m, € m, . Assim:

V)9 éOP, < @€ OPL(n,) ou ¢ € OPL(n,).

Pela forma de n* em (i) e pelo Corolario 2.2.14 temos:

p()= pH npp (1) p(m) nl(1,),).
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Ou seja, as OP,, sdo dadas pelas OP,,,; para cada (m,),, pelas OP,,, ¢ pelas
OPnL_((m,),). Assim:
i)y € OP,, < y €OPL_((rn,);) ou y € OPL_((r,),) ou y € OPnL_((%,),).
Como cada (r,); em ©* é uma cOpia idéntica de m,, entao:
(viii) ¢ € OP,; < paratodo i (1 <i<ny(n,)), (@) € OP ;-
Temos portanto:
(ix)p € OP, ﬁ) ¢ € OPL(m,) ou ¢ é OPL(m,).
() @ € OPLA(m,) = (@) € OPL,((m,)) = (9), € OF..
(xi) @ € OPL(m,) ﬁ) ¢ €éO0PF,; (ﬁ) (@); € OP 1y, (?") (), € OP,,.

Logo, por (ix), (x) e (xi) temos:
eéOPemn = (¢), ¢ OPem 1°.
PASSO 2: Vamos provar que: ¢ ¢ PM de (©OE)em © = (¢), € PM de (OE) em n°

E imediato pelas formas de 7 e 7°.

PASSO 3: Vamos provar que: Se y= ass,(¢) e R a aplicacdo da regra que gera y em 7, entdo:
R corta top-férmula £ em 1 = (R), corta top-formula (§);, em m°.

Pelas formas de e m* temos que as tnicas top-formulas cortadas em 7 cujas copias-*
em n° ndo sdo top-férmulas cortadas pela copia-* da regrazs, sao as hipéteses A destacadas
em 7,. Estas hipdteses sdo cortadas pela regra que gera a ocorréncia associada a AoB= T'(m).
Como, por hipétese, ¢ nao é T(m), entdo:

R corta top-formula § em 1 = (R), corta top-férmula (§), em 1°.

PASSO 4: Vamos provar que se y € a premissa menor ao lado de ¢ em w entao:
v nao € hipdtese aberta em 1 = (y), ndo € hipdtese aberta em 7w°.

Pelas formas de m e n® temos que a unica ocorréncia de m que nao € hipotese aberta e
cuja copia-* € hipdtese aberta em n°* é a premissa menor que ocorre ao lado de 7' (). Como
¢ nao é T(m), temos:

v nado € hipdtese aberta em 1 = (y), ndo é hipdtese aberta em 7°.

Entdo, pelos Casos (1) a (4) temos que, se ¢ # T(n) ¢ OM,, entdo cada cépia-* (), de
néOM,,. [

26
Estamos aqui fazendo um abuso de notagdo, jd que cépia-* foi definida para ocorréncias.
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Item (3)

Se ¢ ndao € OM,, entdo, algum dos quatro itens da Definicao 2.3.1 falha para ¢ em
n. Dividiremos a prova em 4 casos, onde em cada um deles falha um item.
CASO 1: ¢ nao é OPem = (falha 2.3.1-(1))

Por (v) a (viii) do Item anterior temos que as unicas OP_, que sdo cOpias-* de
ocorréncias nao pesadas em w sdo as OPnL_((%,),). Assim temos:

(xii) p ndo € OP; e (¢); € OP, = (¢); € OPnL_((%,),).

Mas Pelo Coroldrio 2.2.11-(5) temos que:

(xiii) (¢); € OPnL,_((m,),) = gr(@)y) < gr(A).

Mas A, a formula das ligagdes de (m,), com cada cépia de w,, é exatamente a féormula
da premissa menor da regra em que 7(n) € PM . Portanto:

i) giT (m)> gr(A).

(xv) Mas, pela Definicdo 2.3.6, temos g(n)= gn(T(w)).

Assim, por (xiii), (xiv) e (xv) temos:

(vi) (@), € OPnL, ((m,),) = gr(@))< gm).

Portanto, por (xii) e (xvi) temos:
° pnaoéOP,e(p), éOM _, = gr((p))< g(n).
CASO 2: A regra R da qual ¢ € PM em 7 ndo é (OE) (falha 2.3.1-(2))

Neste caso, € imediato, pelas formas de m e ©°, que a regra (R), da qual (¢), €
premissa também néo é (OE).

Assim, falha 2.3.1-(2) para (¢), em =©°.

Logo, (¢); ndo € OM_, e o teorema € vilido vacuamente neste caso.
CASO 3: A regra R de introdugdo que gera y= ass,(¢) ndo corta top-formula & de n (falha
2.3.1-3))

Na passagem de m para ©* ndo € acrescentada nenhuma nova marca de corte de top-
-férmula que ndo exista em . No maximo € suprimida alguma.

Portanto, se ndo existe top-formula de m cortada pela regra R que gera y, entdo nao
existe top-formula de ©* cortada pela regra (R), que gera (y);.

Assim, falha 2.3.1-(3) para (¢), em =©°.

Logo, (¢); ndo € OM , e o teorema € vélido vacuamente neste caso.

CASO 4: vy, a premissa menor da regra em que ¢ é PM, € hip6tese aberta em & (falha 2.3.1-(4))
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Se vy € top-férmula aberta em 7w, entdo nenhuma multiplicacdo-* de m copia alguma

subarvore em cima de . Pois subdrvores s6 sdo copiadas na multiplicacdo-* sobre as top-

-formulas cortadas pela regra de introdugdo associada a ocorréncia multiplicada. Portanto,

(y), é top-férmula aberta em n°.

Assim, falha 2.3.1-(3) para (¢), em =©°.

Logo, (¢); ndo € OM , e o teorema € vélido vacuamente neste caso.

Portanto, dos casos 1 a 4 temos:
¢ 0 6 OM,, e (), é OM,, = g((@))< gm). =

Item 4)

(=)

ng(n)=1 = atdnica OM  com grau igual a g(n) é T(m). Logo,
i) #=T(m)é OM, = grp) gn).

Pelo Item (2) temos:

(viii) @ # T(m) € OM,, = (¢); € OM ..

Pelo Item (3) temos:

(xix)  ndo € OM e (¢p); € OM _, = gn{(p),)< gm).

Pelo Item (1) temos:

(x) o=T(t) = (¢); ndo € OM .

Como toda ocorréncia em n* € copia-* de alguma ocorréncia em w, e toda ocorréncia

em 1w ou € OM, ou ndo é OM_, por (xvii) a (xx) temos:

(xi) w € OM,, = gr(y)< gm).
Logo, por (xxi) € claro que g(n)> g(w®).

o(<) (Provaremos por reducdo ao absurdo)

Por hipé6tese temos que:

(xxii) g(m)y>  g(r*).

Considere por hipétese do absurdo que:

(xexiii) ng(m)> 1.

(exiv) E claro, por (xxiii), que existe & # T(n) que é OM - tal que grn&)= g(n).

Por (xxiv) e pelo Item (2) temos que:
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xv) ), € OM .

Mas € claro que gn§)= grn(€),). Logo, por (xxiv), temos:

(exvi) gr(§),)= g(m).

Assim, por (xxv) e (xxvi) € claro que g(n*) > g(n), o que € um absurdo, porque por

(xxii) g(n®)< g(m). Portanto descartamos a hipétese do absurdo (xxiii) e temos ng(n)= 1. ©

Item (5)
(xxvii) Se ng(m)> 1, entdo existe pelo menos uma ocorréncia ¢ distinta de AoB= T'(n)
tal que @ € OM e gr{p)= g(n).
Logo, pelo Item (2), (¢); € OM_, e, portanto:
(xxviii) gm)= g(rt¥) .
Sejam ¢*, ..., o™ todas as OM distintas de AoB em = tais que grp3)= g(n), para
(I£j<m).
Pelo Comentério 2.3.6.1-(b) sabemos que nenhum destes ¢? ocorre em 7, .
(xxix) Portanto, temos que todos os @3 ocorrem em T,.
(xxx) Por (xxix), pelas formas de m e ©* e pela Defini¢do 2.3.9 temos que para cada ¢3
existe apenas uma cdpia-* (¢?), em ©* e que ocorre em (m,);. Além disso, pelo Item (2)
sabemos também que cada (¢*); € OM ..
Portanto, pelos Itens (1), (3) e por (xxx), temos que:
(xxxi) ng(n)= ng(n®+ 1.
Assim, por (xxviii) e (xxxi) temos:
ngm)> 1 = gn)=grn®) e ng(n)=ng(n®+ 1.0
Item (6)
Imediato pelos Itens (4) e (5). [

Item (7)

Como A, ocorréncia de ligagdo em 7, é premissa menor, A ndo pertence a nenhum
segmento-o. de . Logo, pelo Teorema 2.2.10-(4), nl(n,)=0 .

(xxxii) Portanto, pelo Teorema 2.2.13, p(n)= p(n, )+ p(r,).

(exxiii) Pelo Coroldrio 2.2.15, p(n®)= p(n )+ nl (m)+ 1y, (W,),).p(n,) -

Além disso, AoB= T (1) ¢ OM em = e, portanto:
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(miv) NN (754): N ((ﬂ4)1) > 1.

Logo, por (xxxii), (xxxiii) e (xxxiv) temos: p(n®) > p(r).

O teorema seguinte estabelece que dada uma derivacdo ndo normal qualquer T,
basta um numero finito de multiplicacdes da seqiiéncia estrela para diminuirmos o grau

méaximo multiplicativo de © (g(m)).

2.3.11 TEOREMA:

Se n € uma derivacdo tal que ng(n) = 1, entdo existe n< o tal que g(m*)< g(n).
PROVA:

Provaremos por inducdo em ng(m).
BASE: ng(n)=1.

Pelo Teorema 2.3.10-4): ng(n)=1 = g(n)> g(n®). Portanto, n= 1< o ji satisfaz o
teorema.
PASSO:
HI: Se X € uma derivacio tal que ng(X)< ng(rm).entdo existe k< o tal que gX**)< gX).

Pelo Teorema 2.3.10-(5), como ng(n)> 1 temos:
() g(m)=g(rn®) e ngm)= ng(n®y+ 1.
Logo, vale HI para n°® e portanto temos:
(77) Existe um (7*)** tal que g(n*)* )< g(n®) e k< o.

(iii) Mas, pela Observagéo 2.3.7.1-(h), temos: (1*)** = n****. Logo:
(iv) g(m) = &m®) (>) &(m*)*x) = &), Além disso, como k< o, k+ 1< ®.

Portanto, fazendo n= k+ 1, temos por (iv): gr*")< gn) e n< ®. ¢

Podemos agora estabelecer a finitude da seqiiéncia estrela de qualquer derivagio n. E
o que faremos no teorema que segue. O argumento da prova deste teorema € andlogo ao da
demonstracdo do Teorema de Normalizacdo Fraca para C’ apresentado em Prawitz[1965],
p. 40. Pelos Teoremas 2.3.10-4) e 2.3.10-(5) temos que a cada passo da operacdo-*, a
multiplicacdao-* de T (n*') torna n**** uma derivac¢do onde: ou o grau maximo multiplicativo
de n**** € menor que em n**, ou o grau € igual, mas o numero de OMs de grau maximo €

uma unidade menor que em n**. Ou seja, ainda que a multiplicagdo-* de 7(n**) aumente o
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ndmero total de OMs em ©****, ela, com certeza, ou diminuird o nimero de OMs de grau
méximo ou diminuird o valor do grau maximo.

No Teorema 2.3.11, mostramos que necessitamos sempre de um numero finito de
passos para diminuir, de pelo menos uma unidade, o valor do grau maximo das OMs de
uma derivagdo m. Portanto, realizando finitas vezes este processo finito, quando eliminarmos
a ultima ocorréncia OM de grau 2, teremos transformado a derivacdo m em uma derivagao

estrela w* (onde ndo hd OMs) em um nimero finito de passos.

2.3.12 TEOREMA: Finitude de 3

A seqiiéncia estrela de toda derivacdo w € finita ([(B)< o).
PROVA: Indu¢ao em g(m).

Dizer que I(B,)< ® é o mesmo que dizer que existe < o tal que 7** é termo estrela. E
isto que provaremos.
BASE: g(n)=0

Neste caso © € estrela e, portanto, n*° = nt € derivacdo estrela.
PASSO: g(m)> 0
HI: para toda derivacdo X na qual gX)< g(n), existe s< o tal que X°* € derivacdo estrela.

(?) Pelo Teorema 2.3.11 existe n< o tal que g(n**)< g(n).

Logo, vale HI em ©*® e, portanto:

(77) Existe s< o tal que (n**)°*s € derivacdo estrela.
Logo, por (ii) e pela Observagao 2.3.7.1-(h) temos: ©**** € termo estrela e, como por

(e (@)n< o e s< o, éclaro que n+ s< ©®. ¢

§4 A Atribuicido N umérica o(m)

Definiremos nesta se¢do a atribuicdo numérica o(r) como o numero de ocorréncias
pesadas de w*. Com os resultados obtidos na se¢cdo anterior, temos imediatamente a prova

da finitude e unicidade de o(m), para toda derivacdo 7.
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2.4.1 DEFINICAO: O Ordinal o(r)

Seja w uma deriva¢do em C’. Definimos o ordinal natural o(n) associado a © como:

o(m)= p(m*)+ 1.

2.4.1.1 OBSERVACAO:
Estamos somando 1 ao peso de n* apenas por uma questdo de compatibilizagdo com
a definicdo do comprimento da pior seqiiéncia de reducdo (Ip(m)), pois temos que se m, €

normal, Ip(m,)= 1 e p(n¥)= 0.

Encerraremos esta secio demonstrando que, para toda derivacdo m, o(r) € tnico e

finito.

2.4.2 TEOREMA: Existéncia, Finitude e Unicidade de o(m)

Para qualquer derivacdo w em C’, o(r) estd definido, € tinico e finito.
PROVA:

Os Comentérios 2.3.7.1-(a@) e (b), ¢ o Teorema 2.3.12 garantem que, para cada
derivacdo m, m* existe e € Unica. Logo, pela Defini¢do 2.4.1, o(r) existe e € Unico para toda
derivagao .

Como a seqiiéncia estrela que produziu ©* a partir de «t € finita (Teorema 2.3.12), e a
multiplicacdo-*, executada a cada passo da seqiiéncia, ¢ uma operacao finitaria (Observacao
2.3.3.1-(f)), entdo € claro que se m € uma derivacdo finita, ©* também o €. Logo, sendo
finita, * possui um ndmero finito de ocorréncias de férmulas e, portanto, p(n*)< ®. Assim,

pela Definicdo 2.4.1 € claro que o(m)< ®. ¢
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Capitulo III

O ordinal o(r) diminui com as
redugodes e coincide com o

comprimento /p(r) da pior seqii€ncia
de reducao para



Neste capitulo provaremos que a atribuicdo numérica o(rn), cuja finitude e unicidade
para cada derivacdo m foram provadas no capitulo anterior, possui a propriedade
fundamental de diminuir com as redugdes, constituindo-se, portanto, no que estamos
chamando de ordinal natural para as derivagdes do sistema C’. Provaremos também que,
para toda derivacdo 7, o(r) coincide com Ip(m), o comprimento da pior seqiiéncia de reducao
para m, sendo portanto o menor ordinal natural para as derivagdes de C’. A partir destes
resultados obteremos provas bastante simples para o Teorema de Normalizacdo Forte e
Teorema de Church-Rosser para C’, concluindo assim os resultados desta tese referentes a
este sistema.

Vamos inicialmente apresentar um esboco de como produzimos a prova de que o(r)
diminui com as redugdes. Tal esboco serd ttil para entendermos o percurso da longa série
de resultados estruturais sobre derivagdes que apresentamos neste capitulo. A prova de que
o(m) diminui com as redugdes (m—n’ = o(m)> o(n’)) foi produzida por inducio em
p(m*)= o(n) —1 e desenvolvida por casos, conforme a posi¢do da FM reduzida em nm—7n’ com
relacdo a F(n). Tendo como foco F(n), podemos dizer que ©, uma derivacdo qualquer de C’,
possui 4 formas bdsicas possiveis que representardo os 4 casos fundamentais da nossa prova.

Sio elas:

[A]"
Ty
T, B )
A AoB
B

T3

(@m= , onde AoB é F(m)e é OM,,.

i,
T, B
A ->B

bO)n=

w|>

, onde AoB € F(m) e ndo é OM,..

%)
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© n=-A2B_ onde AAB é Fin).

L

Aa
A= VTxAX, onde VxAx & F(r).
t

Ty

Em cada um destes casos podemos ter que n’ foi obtida de w por reducdo de uma
férmula méxima que ocorre em 7., T,, 75, ou pela reducdo de F(r). Portanto, para cada um
destes 4 casos de w temos 4 possiveis subcasos para analisar.27 Para resolvermos todos estes
subcasos, tendo em vista que a prova serd feita por indug@o em p(r*), precisamos apresentar
uma caracterizacdo de m* a partir de m, e de n"*, a partir de n”, onde n” é a derivagdo obtida
de m através da reducdo de F(m). O Teorema 3.2.8 apresentard tal caracterizacdo quando w €
como em (b), (¢) ou (d) descritos acima. Este resultado, juntamente com o resultado do
Teorema 3.2.9, que relacionara p(n*) com p(n"*), sdo suficientes para resolvermos todos os
subcasos dos casos em que © € como em (b), (c) ou (d), na prova de que o(rt) diminui com as
reducdes.

Para resolvermos o caso em que m € como em (a), provaremos que
T
[A]
Ty
_B
_ A ASB  ipiida d s da multiplicagio-* de )= ASB ¢ tal
T, = B , obtida de m através da multiplicacdo-* de F(n)= AoB é tal que

T3
¥ = m¥. Se provarmos isso, como F(m,)= ADB ndo é OM,,, temos que 7, tem a forma de ©
do caso (b), e portanto estamos reduzindo este caso ao caso anterior. Fazendo isso
conseguimos tratar o caso de derivagdes com a forma de (a) na prova de que o(n) diminui

com as reducdes.

27
E claro que como m, néo € subdrvore de m quando m € como em (d), neste caso sé temos trés subcasos para

analisar: ou a FM reduzida em t—n’ ocorre em 7;, ou em 7,, ou & VxA(x).
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Diante disso, dividiremos este capitulo em 4 se¢Oes principais: na primeira secio,
apresentamos uma série de resultados técnicos, que representam os argumentos que seriao
mais freqlientemente utilizados nas provas dos teoremas do capitulo. Na segunda sec¢do,
apresentamos uma longa série de resultados que culmina com os Teoremas 3.2.8 e 3.2.9 de
que falamos acima. Na terceira se¢do, o objetivo € apresentar uma caracterizacdo para a
forma de n* quando m é como em (a), provando, como dissemos, que ©* = w¥. Na quarta
secdo, com todos os requisitos necessarios ji demonstrados, obtemos finalmente os

resultados fundamentais deste capitulo, que descrevemos no primeiro pardgrafo acima.

§1 Resultados Auxiliares

O objetivo dessa secdo € apresentar uma série de resultados auxiliares que
representam argumentos que serdo utilizados recorrentemente nas provas deste capitulo. O
primeiro teorema estabelece que ser OM em uma subarvore completa de uma derivagdo, € o

mesmo que ser OM na derivagao.

3.1.1 TEOREMA:
Seja m uma derivag@o, m, uma subarvore completa de m € @ uma ocorréncia em T,
distinta de r(m,). Entdo: ¢ € OM,, < ¢ ¢éOM,
PROVA:
*=)

Como ¢ é OM,, entdo ¢ satisfaz os 4 itens da Defini¢do 2.3.1 em =, sendo imediato

1>
que @ também satisfaz trivialmente estes mesmos itens em . [
*(<)

Veremos que ¢ satisfaz os 4 itens da Definicdo 2.3.1 de ocorréncia multiplicativa em
.
Item (1): Provaremos que ¢ € OF,,

(i) Se ¢ ¢ OM , entdao ¢ € OPF,.

(7f) Como 7, € subdrvore completa de m, entdo, pelo Teorema 2.2.10-(1), temos que

nl ()= 0.
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Por hipdtese, ¢ ocorre em 7, e € distinta de n(m,), portanto, por (i) e (i) temos que ¢
¢ OF,,.
Item (2): Provaremos que ¢ ¢ PM de (oE) em m,

Como ¢ é OM,, ¢ é PM de regra de (OE) em .

Como ¢ € OF,, (pelo Item 1), a regra na qual ¢ € PM ocorre integralmente em .
Assim, ¢ é PM de (OE) em ;.
Item (3): Provaremos que a regra que gera ocorréncia associada a ¢ corta top-férmula de =,

Como ¢ € OM,, a regra R de introducdo que gera y= ass () corta alguma top-
-férmula de n.

Como ¢ € OP, , y e R ocorrem em T, e y= ass, ().

Como m, é subarvore completa de w, as top-formulas cortadas por R também
ocorrem em T, .

Portanto, a regra R de introduc@o que gera y= ass,, (¢) corta top-férmula de =, .

Item (4): Provaremos que a premissa menor ao lado de ¢ em 7, ndo € hipdtese aberta

Seja % a regra (OE) de mw onde ¢ é PM.

Como, por hipétese, ¢ nado € r(r,), entdo, & também ocorre em T, .

Como 7, € subarvore completa de t e § ocorre em 7,, v e tudo o que ocorre acima
de y também ocorre em m,. Portanto:

(@) V(W)= Vg, (W).

Assim, como ¢ é OM,, temos [(V (y)>1 ou V (y) é top-formula cortada.
Portanto, por (iii) temos: [,,(V,(y)> 1 ou V,_ (y) € top-formula cortada. 2

No proximo teorema, provamos um resultado importante para comecarmos a

caracterizar a forma das derivacOes estrela a partir da derivagc@o original.

28
Quando ¢ € OM do tipo 2 em =, \y, a premissa menor ao lado de @, pode ter sido cortada por uma regra

que ndo ocorre em 7. Poder-se-ia entdo argumentar que em 7, \y € hipdtese aberta. No entanto, as nossas

defini¢des de subdrvore e subdrvore completa sdo defini¢cdes sintdticas que copiam sintaticamente os sinais de
corte das hipéteses mesmo que as regras ndo estejam presentes. m; € neste contexto uma subdrvore, e como

subarvore pode possuir sinais de corte de regras que ndo pertencem a T, .
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3.1.2 TEOREMA:

Sejam m uma derivac@o e m, uma subdrvore completa de w. Se 7'(w) estd em 7, € ndo
é n(m,), entdo, T'(m)= T(n,) e n* € obtido de « substituindo-se m, por 7;.

PROVA:

Pela Definicdo 2.3.6 é claro que T(n) é OM,, logo, como por hipétese T'(m) # r(n,)
ocorre em m,, que € subdrvore completa de w, pelo Teorema 3.1.1 temos que T'(n) € OM,,.
Ou seja, a condigdo (1) da Definicdo 2.3.6 de ocorréncia estrela € satisfeita por 7'(n) em m,.

(1) Como T'(n) € OM,, e m, € subdrvore de m, € claro que ndo existe OM,, com grau
maior que 7'(n), nem de mesmo grau, cuja ocorréncia associada tenha posi¢cdo maior que a
ocorréncia associada a T'(r). Portanto, T (n)= T'(r,).

(i) Além disso, como T(m) € OM,,, temos também que tanto as top-formulas
cortadas pela regra que gerou a ocorréncia associada a 7'(m), como toda a subarvore da
premissa menor de 7(n), estdo em ;.

Sabemos que ©* é obtido pela multiplicacdo-* em ©t de T'(n). Mas, por (ii), temos que
todas as alteragdes que a multiplicacdo-* de T(n) provocam em 7 sdo internas a m,. Como
por (i) T(m)=T(m,), entdo fazer a multiplicacdo-* de 7T(r) em ® é o mesmo que fazer a
multiplicacdao-* de T'(r,) em m,. Ou seja, o resultado da multiplicacdo-* de T'(r) em 1 (que €

n*) é a substituicdo de m, por m;. ¢

3.1.2.1 EXEMPLO:
Uz

Seja m= A . Temos que © e 7, sdo dos tipos:

T,
[B* B]*
Ty Ty T3 Ty
L= % e mn= w onde BoC é T'(n) e T(m,).
s T
A A
P!

Assim, temos:
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[B] [B]

T, T, .
Uz
TEIEB BoC o= B BoC Logo, 2= A
C C -
2

s s

A A

Uy

A definicdo seguinte formaliza a Definicdo 1.5.1, de F(m), utilizando para isto a

Defini¢do 2.2.7, de posi¢ao de uma ocorréncia em uma derivagao.

3.1.3 DEFINICAO: F(n)
Seja m uma derivacgdo e y uma ocorréncia de formula em n. Temos:

y= Kn) < pos,(W)= min{pos,(p) /| ¢ &éFM em 1} .

3.1.3.1 OBSERVACAO:

Denotaremos por 7" a derivacao obtida de m pela reducao de F(r).

No teorema seguinte, continuamos estabelecendo propriedades sobre a forma de

derivagdes da seqiiéncia estrela.

3.1.4 TEOREMA:
Ty
Sejam= A tal que pos,(F(rn)) > pos,(A)e ¢ uma OPL,(r,). Entdo:
Ty

A

Mg Ta , tal que Y= ass ()= ass,,(¢) ocorre em T;;

B
s
RQeéOM, < 0pé0M,,;

T2°

B eeT(m) = ¢ eT(m,);

(m,= 22
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Uz

@oéTm) = n°= A .
m
PROVA:
Item (1)

Seja y= ass(¢). Se ¢ € OPL,(n,), entdo, por 2.2.9.1<(a), tem que haver um segmento-
o totalmente definido em m,, do qual ¢ e y sejam ocorréncias.

Pela Observagao 2.1.13-(e), deve haver uma ou mais FM's ocorrendo entre y e ¢. Ou
seja, y e @ tém que estar em um ramo de 7, no qual ocorram FMs.

Como pos,(F(n)) > pos,(A), entdo ndo existe nenhuma FM em 7, que ocorra abaixo

ou a direita de A em m,. Logo, se § ¢ FM em T, temos que 7, pode ser escrita como:

A

T T . .
n,= ———*  onde & ocorre em ,. Em particular, isto vale para as FMs entre y € @.

Tty

Se &, FM entre y e ¢ ocorre em T,, entdo, \y ocorre em 7,, pois \y ocorre acima de &. [

Item (2)
Pelo Item (1) temos que & e 7, tém as formas:
T
A A
T, = % e W= 7138—7:4 , € que Y= ass;(p)= ass,,(p) ocorre em T,.
Ts Ts

E ficil ver, por inspecio nas cldusulas da Definicio 2.3.1 de OM, que, como

Y= ass,(¢)= ass,,(¢) ocorre em T, entdo o que ocorre acima de A, top-formula de =,, ndo

interfere nas cldusulas da definicdo de @ como OM.

Portanto: ¢ € OM,; < @€ OM,,. [

Item (3)
Como ¢ é T(n), entdo ¢ € OM,.

29
A hipétese destacada A, de iy, é (A),, a Gnica copia-* da hip6tese destacada A de ,.
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Logo, pelo Item (2), ¢ € OM .
Como ¢=T(n) ¢ OM,, e T, € subarvore de =, € claro que ndo existe outra OM, com

grau maior que ¢, nem ocorréncia de mesmo grau com posicdo maior que ¢. Portanto,
¢=T(n)=T(m,). U

Item 4)
A

T3

B

s

Pelo Item (1) temos que =, = T4 ,onde y= ass,(¢)= ass,(¢) ocorre em T;.

(i) Neste caso, temos que todas as top-formulas que a regra que gera y corta estao
em T,.

Analisemos dois casos: ou ¢ também ocorre em 7;, OU (¢ Ocorre em 7. Vejamos:
CASO 1: ¢ ocorre em T,

Neste caso, como T, € subarvore completa de wt, pelo Teorema 3.1.2 temos:

¥

A A
. T T
n 4 1

T 4 T

ng= 2 e nt=- Logo, n*= A
B B .
s s T2

CASO 2: ¢ ocorre em 7t
Neste caso, pelo Item (3), temos que ¢ € T(r,). Além disso, a multiplicacdo-* de o,
tanto em m, quanto em T, retira a subarvore da premissa menor de ¢, em 7, € a copia sobre

cada hipdtese que y corta em 7,. Temos:

B
Ty Tg
C k
Ty = %, onde CoD € ¢=T(n)=T(n,). Além disso, 7, = (€] , onde as
T3
Tg

hipéteses destacadas sdo cortadas pela regra de m, que gera y, ocorréncia associada a .

Dessa forma temos:
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C* A [C] A
T3 Ty Ty Ty
B B
7 Tg Tg
(ii)’}tzEC CoD . n;EC CoD :
D D
g Tg
T, T,
[C] A [C] A
T, T, T, T,
B B
T, Tg g
(i) = C CoD . n,EC CoD
D D
Ty g
QL
Assim, por (i) e (iii) temos: 1= A . ¢
Ty

O lema seguinte, que ja usamos informalmente nas demonstracoes dos Itens (3) e (4)
acima, € conseqiiéncia imediata da Defini¢cdo 2.2.7 de posi¢do, e estabelece que posicdes
relativas entre ocorréncias de férmulas em uma subdrvore e uma derivagdo que contém a

subarvore, nao se alteram.

3.1.5 LEMA:

Se ¢ e y sdo duas ocorréncias de féormula em 7w,, uma subdrvore qualquer de uma
derivagio m,. Entao: pos.,(Q)< pos,,(y) < pos, ()< pos,, ().
PROVA:

Imediata, pela Defini¢do 2.2.7. ¢

O teorema seguinte estabelece que a substituicdo de uma subdrvore cuja raiz tem

posi¢do maior que F(m) ndo altera a F'da derivagdo resultante.
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3.1.6 TEOREMA:
U

Seja m uma derivacdo do tipo: m = A . Seja m, obtida de 7 pela substitui¢do de m,

Ty
T3
. ~ T,
por uma derivagdo A qualquer tal que my, = A . Se ¢=F(t) ocorre em 7, ¢
Ty

pos(A)> pos,(p), entdo p= F(1y).
PROVA:

Note que na passagem de m para 7, a Unica ocorréncia em T, cuja regra que a gera
pode ter sido alterada é A, ligacdo entre 7, e 7, e entre 7, ¢ ©,. Dessa forma, é claro que se
v # A ocorre em T, temos:

OyéFMemn < yéFMem m,.
(HyeéFMemmn, < yéFMem m,.

Como ¢= F(n) e pos (A)> pos,(p), € claro, pela Defini¢ao 3.1.3 e por (i), que:
(i) y € FM em mt, = posy(@) < posy(y) = posg,(@) < posg, ().

Como T, é subarvore de my temos:

@v) v € FM em 1, = Posg, (@) < posg,(W) = POSgy(@) < POSgy (W)

w

Como A é r(m,), entdo € claro pela Defini¢ao 3.1.3 de posicdo que A tem posi¢do
menor que qualquer ocorréncia em 7, Ou seja:

(v) & ocorre em 1, = pos,,(§) = pos,,(A) =, Pos;(€) = pos,(A).

Para £, uma ocorréncia qualquer em m, € claro que:

i) é FM em ny, = ( é FM em m, ou { ocorre em T,.

Além disso, como, por hipdtese, pos,(A)> pos(p) e A e ¢ ocorrem em T,, que é
subdrvore tanto de m quanto de my, entdo, pelo Teorema 3.1.5, temos que pos,, (A)> pos,, (¢)
e:

(Vii) posgy(A)> POSy(@).

Assim, por (v) e (vii) temos:

(viii) € ocorre em 1, => pos;,(E)> pos.,(p).

Logo, por (iv), (vi) e (viii) temos:

(ix) £ € FM em my = posy,(E) = pos, ().
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Note, por (ii), que ¢ # A é FM em m,. Logo, por (ix) e pela Definicdo 3.1.3, temos
que @ € Kmy). ¢

O Teorema seguinte estabelece mais dois importantes resultados auxiliares.

3.1.7 TEOREMA':
(1)Se ¢ € OM . e gr(p) = gr(F(m)), entdo pos(p) = pos,(F(r)).
(2) Se T ()= F(m), entdo ng(n)= 1.
PROVA:
Item (1)
Seja w uma OP,. Vamos provar o item por contraposicdo. Ou seja, vamos provar
que:
(*) pos;(W)< pos,(F(n)) = gr(y)< gr(F(m)).
Seja p=A,, ... , A,, ... , A, 0 segmento-a ao qual F(rt) pertence, e seja A,= F(r).
Como, pela Defini¢ao 3.1.3, ndo existe FM com posi¢cdo menor que F(n) em 7, se y €
OP, e pos(W)< pos,(F(m)), € claro que y € algum A, de p, com (k< i < n), e neste caso a

prova de (*) € trivial a partir dos Teoremas 2.1.18 € 2.1.19. 0

Item (2)
Para provar que ng(n)= 1, temos que provar que:
(*)y # Fm) € OM, = gn(y)< gni(m)).
Como F(r) é FM em =, é claro que: ass,(F(r))= F(r), logo:
(i) posy(ass,(Fr)= posy(Fm).
Como y # F(m) temos dois casos para analisar: ou pos(y)> pos,(F(m)), ou
Pos(W)< pos,(F(m)).
CASO 1: pos,(w)> pos(F(r))
E ficil ver, pela Definigio 2.1.13 de ocorréncia associada, que:
(ii) posy(assy(W)) 2 posy (V).
Assim, por (i), (ii) e pela hipdtese deste caso temos:

(i) posy(assy(y)) > posy(assy(Fn))).
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Como, por hipétese, F(r) € T(r), por (iii) e pela Definicao 2.3.6 de T(w), é claro que
gr(y)< gr(F(m)). Caso contrdrio F(m) ndo seria 7'(m).
CASO 2: pos(y)< pos(F(n))

E imediato pelo Item (1), por contraposicio, que gr(y)< gr(F(r)). ¢

3.1.8 TEOREMA:
Seja m uma derivacdo ndo normal em C’, @ uma OP, e y= ass ().
Entao: pos,(v) > pos,(F(n)).
PROVA:
E imediato pelas Definicdes 2.1.9 e 2.1.10 que, se (y,p) é um par-o. em m© com
Y= ass(¢p), entdo:
(i) ou y e ¢ sdo a mesma ocorréncia de uma FM;
(i) ou y ocorre acima de ¢ em 7 e existe pelo menos uma FM entre y € .
Por (i) e (i) é claro que se y= ass,(¢), entdo:
(iii) Existe uma FM & em 7 tal que pos (&) < pos,(y)
(iv) Como, pela Definicdo 3.1.3 temos: & é FM em 1 = pos,(F(r)) < pos,(E),
entdo, por (iii) e (iv) temos: pos,(y) = pos,(F(n)). ¢

3.1.9 DEFINICAO: =,
Seja m uma derivacdo em C’. Definimos m, como a derivacdo obtida de m pela

multiplicacdo-* de F(r). Se F(r) ndo for OM, entdo dizemos que m, = 7.

3.1.9.1 EXEMPLO:

U
[A] [A]
U T,
T, B ) B
Sen= % ,onde AoB ¢é F(n), entdo: m, = % .
U Tty
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T, U2

TC1 B TE»] B
Sern= % ,onde AoB é F(n), entdo: m, = % = T.
U 3

3.1.9.2 OBSERVACAO:
Note, pelas formas de & e «,, que se w, difere de m, ela difere apenas em subdrvores

cujas raizes tém posi¢do maior que a posi¢ao de F(rt). Dessa forma, pelo Teorema 3.1.6, AoB

é Fm,).

3.1.10 TEOREMA:

T
[AT" [A]
Tty Ty
T B ) B
Seja ©t = % ,onde AoB é F(n)e m, = % , como definidos acima.
T3 T3

Entao, ndo existe em m, top-férmula de m, cortada por regra externa a m, cuja conseqiiéncia
tenha posi¢cao maior que a posi¢io de AoB= F(rn,) em T,.
PROVA:

Note, pela forma de m, que se em 7 existe alguma top-férmula de w, que € cortada
por regra que ocorre fora de m,, entdo esta regra ocorre em T, € sua conseqiiéncia ocorre
abaixo de B. Caso contrario ndo haveria ramo de © ligando a top-formula cortada em =,
com a regra que a cortou. Mas como A>B= F{(m) ocorre imediatamente acima de B, € claro,
pela Observacdo 2.2.7.1-(c), que a conseqii€éncia desta regra possui posicio menor que a
posicdo de AoB= F(n) em m.

Considere v uma ocorréncia em 1 que € conseqiiéncia de regra externa a m, € que

corta top-formula de 7w, em ©. Podemos entdo dizer que:

(@) pos(y) < pos,(B).

99



Também € claro, pela forma de 7, que qualquer ocorréncia com posi¢do menor que a
posicdo de F(r) em 7, ocorre em 7,. Logo, y ocorre em 7, portanto, pelo Teorema 3.1.5 e
por (i) temos:

(if) POS,(W)< POs,(B).

Mas a multiplicacdo-* que produz m, a partir de w apenas retira m, de uma posicao e
copia para outras, sem modificar m; nem outras marcas de corte além das relacionadas com
a ocorréncia que foi multiplicada (A>B no caso). Assim, em 7,, as Unicas ocorréncias que
sdo conseqiiéncias de regras que nao estdo em 7, € que cortam hipdteses de m, sdo os
residuos-* das ocorréncias em © que sdo conseqiiéncia de regras que ndo estdo em 7, e que
cortam hipéteses de m,.

(Zif) Ou seja, todas as ocorréncias em 1, que cortam hipdteses de m, e ocorrem fora
das copias de m,, sdo as copias-* de ocorréncias do tipo de y descrito acima.

Mas pela Definigdo 2.3.9 de cépia-*, como ADB € a ocorréncia multiplicada em
% m,, temos que (y), e (B),, as Unicas copias-* de y e B em =, sdo as proprias ocorréncias
v e B em m,. Logo, como 7, é subarvore de 7, por (ii) e pelo Teorema 3.1.5, temos:

(iv) pos, ()< pos;,(B).

Como A>B € K(m,), e pos,,(AoB)> pos,,(B), entdo, por (iv) temos:

(v) POsgy(W)< pose, ().

Assim, por (iii) e (v) temos que ndo existe em 7, top-férmula de w, cortada por regra

externa a 7, cuja conseqiiéncia tenha posicdo maior que a posi¢ao de ADB=F(r,) em m,.

O teorema que segue estabelece alguns resultados triviais sobre derivagdes normais.

3.1.11 TEOREMA:
(I) t é normal < p(m)=0.
2) t é normal = 7w =m*.
(3) ®ré normal < p(*)=0.
PROVA:
Item (1)
n é normal < 7 ndo tem ocorréncia de férmula maxima (FM).

T ndo tem FM < mndo tem segmento-a.
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7 ndo tem segmento-o. <> T ndo tem ocorréncia pesada (OP).
n ndo tem OP < p(n)=0.

Portanto, m € normal < p(n)=0. [

Item (2)
Pelo Item 1, se © € normal, entdo p(n)= 0.
Se p(n)= 0, entdo, ® ndo tem ocorréncia pesada (OP).
Se m ndo tem OP, entdo © ndo tem ocorréncia multiplicativa (OM).

Se m ndo tem OM, entdo © € derivagdo estrela e portanto © = . [

Item (3)
(0) Pelos Itens (1) e (2), t € normal = p(n*)=0.
(if) Pelo Teorema 2.3.10-(7), p(n*) > p(m).
(iii) Entao, por (ii), p(n*)=0 = p(n)=0.
(@iv) Pelo Item (1), p(r)=0 = m € normal.

(v) Portanto, por (i), (iii) e (iv), p(n*)=0 < m é normal. ¢

§2 Resultados sobre Derivacoes nas quais F(n) nao é FM multiplicativa

Os resultados principais desta secdo sao apresentados nos dois ultimos teoremas: os
Teoremas 3.2.8 e 3.2.9. Neles estabelecemos relacdes importantes sobre o formato da
derivacdo estrela e sobre o peso da derivagdo estrela para deriva¢des m onde F(r) ndo é FM
multiplicativa. Todos os demais resultados desta secdo sao importantes apenas na medida
em que sao necessdrios para a obtencao de 3.2.8 e 3.2.9.

Simplificaremos os resultados desta secdo dando uma caracterizacdo Unica para os

trés tipos de derivacdes nas quais F{m) ndo € uma FM multiplicativa.

3.2.1 Caracterizacao Unica para Derivacoes com F(n) Nao Multiplicativa.

Uma derivagdo n tem F{(r) ndo multiplicativa quando n tem a forma:
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e B, e B,, a menos de parametros, sdo ocorréncias da mesma férmula B, sendo os

indices apenas para distin¢ao de referéncia.
e F(n)= F(n,) e m, € uma derivagdo com uma das trés formas abaixo:

Ty
T, B, A B, Ba
_ ASB __ArB _ VBx
(@m,= B—2 b)m, = B—2 ©m,= E
Ou seja:
U
T, B, T, B,
(@m,= u = n= A—ADB , onde AoB € F(n).
B, B,
T3
T, T, T
A B, A B,
b)m, = _ArB = n= _ArB , onde AAB é F(n).
B, B,
T3
T
Ba, Ba
©n, = VB"EX = = VB"'ZX, onde V+Bx é Fn).
T3

Para todos os teoremas desta se¢cdo consideraremos que m € uma derivacdo do tipo

descrita em 3.2.1 acima.

O primeiro teorema que apresentaremos estabelece a forma de n" (a derivagdo obtida

de m através da reducdo de F(n)) quando © € como descrito acima.
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3.2.2 TEOREMA:
T
A menos de parametros, "' = B, .
T3
PROVA:
Como 7” é obtida de 7 pela reducdo de F(r), o resultado segue, imediatamente, a

partir da Caracterizaciao 3.2.1. ¢

3.2.3 TEOREMA:
Se @ € OPnL(m;) e y= ass, (@), entdo y ocorre em T,.
PROVA:
(?) Pelo Teorema 2.2.10-(2), temos que ¢ ocorre em T, € |y OCOrre em T, Ou T,.
Mas pelas formas de m e n, em 3.2.1 € claro que y ndo pode ocorrer em m, €,

portanto, y ocorre em 7,. ¢

O teorema seguinte estabelece relagdes entre m e ©° no que diz respeito a ocorréncias

pesadas e multiplicativas.

3.2.4 TEOREMA:
Se ¢ e y sdo ocorréncias de formulas em © que ocorrem em 7, ou em 7,, entdo:
(1) pos(@)< pos (W) = pos(P)< pos(y).
() (¢ € OFy), com y=ass (@) < (¢ € OP ), com y= ass ().
(3) @ € OPnL,(r,), com y= ass,(¢) < ¢ € OPnL (r,), com y= ass_(¢).
@ (@ 6 OM,) = (9éOM,).
G)o=T(m) e y=assy(¢) = ¢=T(n") e Y= ass(¢).
PROVA:
Item (1)

Imediata pelas formas de © e n°, e pelo Teorema 3.1.5. [J

Itens 2) e (3)
Se ¢ € OPL,,(n) ou OPL, (%) o resultado € imediato, porque tanto m, quanto 7, sdo

subdrvores de © e - e, portanto, ¢ é OPL,, (") ou OPL,(n").
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Se ¢ € OPnL,,(n), entdo, pelo Teorema 3.2.3, ¢ ocorre em 7, € Y OCOITE €m T,.
Além disso, pelo Teorema 2.2.10-(3), ¢ e y pertencem a um segmento-o. p que atravessa T, €
possui F(r), a FM reduzida em © — =©-.

Mas pelas Definicoes 2.1.9 e 2.1.10 € claro que a reducdo de uma FM em um
segmento-o. de comprimento maior que 1 ndo altera os demais pares-o., do segmento. Ou
seja, se T — 1’ pela reducdo de FM A, entao:

p=A,, ..., A, AL AL, -, A, € segmento-oe em T se, e somente se,

p’= AL ..., Al A, oo A, € segmento-oo em 7. Assim, ¢ é OPnL,,(n) se, e

somente se, ¢ é OPnL, (n°). [

Item 4)
Dividiremos em casos, conforme a subdrvore em que ¢ ocorre.
CASO 1: ¢ ocorre em T,
Como 7, é subarvore completa de 7t e 7, pelo Teorema 3.1.1 temos:
DeeEOM , < 9EOM,,.
e eéOM, < @EOM,,.
Logo, por (i) e (ii) temos: ¢ € OM, < ¢ € OMnD.30
CASO 2: ¢ ocorre em T,
Analisemos dois subcasos: ou ¢ é OPL_(n,), ou é OPnL(n,).
SubCaso 2.1: ¢ é OPL(n,)
Pelas formas de © e ©” e pelo Teorema 3.1.4-(2) temos:
([l @€ OM 5 < 9 €EOM,,.
MeéOM, < ¢éOM,,.
Portanto, por (iii) e (iv) temos:
0EOM,; < @ €OM .
SubCaso 2.2: ¢ é OPnL(m,)
Pelos Itens (2) e (3) temos:
() @ € OPnL,(;) <> OPnL (m;).

30
Note, neste caso, que se a premissa menor que ocorre ao lado de ¢ € cortada por regra que néo ocorre em

n,, entdo, ela € cortada por regra de m;, e neste caso, tanto em T quanto em n” esta regra ocorre e corta de

fato a premissa.
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(i) y= ass (@) < Y= ass(0).
Como ¢ ocorre em T, € T, € subarvore tanto de © quanto de n”, temos:

i) p ¢ PM de ©E)em © < ¢ é PM de (OE) em =".
(viii) Pelo Teorema 3.2.3, y ocorre em ;.
(ix) Além disso, 7, é subarvore completa de 1 e ©t".
(x) Por (viii) e (ix), a regra R que gera , tanto em © quanto em 7©”, é regra de ;.
Portanto, por (viii), (ix) e (x) temos:

R corta top-formula em 1 < R corta top-formula em 7",
Ou seja:

(xi) A regra que gera y= ass,(p) corta top-formula de t &

A regra que gera y= ass, () corta top-formula de n”.
Seja & a premissa menor da regra em que @ ¢ PM em n,. Como ¢ é OPnlL (7;) e
OPnL (r), € claro que a tnica ligagdo de nt, ndo ocorre em V (§), entdo:

(6ii) V() = Vi ©) = V).
Assim, por (v), (vii), (xi) e (xii) temos que ¢ satisfaz todos os itens da Defini¢dao 2.3.1

de ocorréncia multiplicativa em 7 se, e somente se, ela satisfaz em 1",

Item (5)
Imediata, pelos Itens (1), (4) e pela Definicao 2.3.6 de Ocorréncia Estrela.

3.2.5 TEOREMA:
Para toda derivacdo m que satisfaz 3.2.1 temos:
(1) nly(ry)= nl y(r0;).
() nl(r,)= 0.
PROVA:
Item (1)
Imediata pelo Teorema 3.2.4-(3). [

Item (2)
() A tnica OP_, que ndo ocorre em 7, € F(n,), que € FM em w, e, portanto,

OPL (m,).
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(i) Como 7, € subarvore completa de 7, € de wt, todas as O Py, sio locais.
Logo, por (i) e (ii) temos que 7, ndo possui O P ndo locais. Logo:
nl(n,)=0. ¢

O teorema seguinte apresenta uma caracterizacdo de n; a partir de m,.

3.2.6 TEOREMA:

Ty B, Tc;k B,
A-oB
r= ASB A R2Fde F)= ASB.
BZ BZ
T, nj
A B, A B
Q) n,= BB e AAB  hde Hui)= AAB.
B, B,
Ba, Ba
@)m, = VaBx = nF= L}Bx’ onde F(nt¥)= VxBx (mt, € estrela).
Bt Bt

PROVA:
Itens (1) e (2)
Seja 3 = n¥. Provaremos por induc¢do em n.
BASE: n=0.
Neste caso m, = m;° =, entdo m, € derivacdo estrela.
Logo, m, também € estrela (n, = f).
Portanto o resultado € imediato.
PASSO: n> 0.
HI: Se X € uma derivag¢do com a forma descrita em (1) ou (2) acima e X*® = X* tal que m< n,
entdo vale o teorema para .
Considere a derivagdo m; da seqiiéncia estrela para m,.

(?) Pelas Observacodes 2.3.7-(f) e (h) € claro que nf = n3" = (w3)*** = my*.
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Mas nt; € obtida de m, pela multiplicacdo-* de T'(m,). Como nas duas alternativas de

,, F(n,) ndo € OM,, entdo, T(m,), se existir, s6 pode estar em 7,.

Como m, € subédrvore completa de w, e () ndo é OF,, (n(n,) ndo é premissa maior

de eliminagdo), entdo, pelo Teorema 3.1.2, T'(w,)=T(w,) e

m
T, B, A B,
@) n; = —A ASB ou T = AnB .
B, B,
Por (i) e (ii) temos que vale para nt; a hipétese indutiva, logo:
()" _Bi
A-oB
(@ii) (my)* = A B - , onde AoB= F(r})*)
2
ou ()"
A B,

(2 = % , onde AAB= F(m)¥).

Pela Observacdo 2.3.7.1-(f) temos:

@) (my)* = ¥
(v) (me)* = my'.

Portanto, por (iii), (iv) e (v) temos:

T, B, n:f B,
A-oB
T, = A ASB = nf= A 227 ,onde F(r})= AoB
BZ BZ
%
ou Ty Ty
A B, A B
T, = _AnB nF = AAB. ,onde F(nf)= ArB. [
BZ BZ

Item (3)

Imediato, pois , = ny. ¢
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Antes de demonstrarmos o teorema mais importante desta secdo enunciaremos mais

um resultado auxiliar, de demonstracio trivial, que serd usado em sua demonstracao.

3.2.7 LEMA:

Se  é uma derivagéo estrela, entdo, n” € estrela.

O teorema seguinte juntamente com um seu coroldrio imediato sdo o0s mais
importantes desta se¢do. Ele estabelece ndo s6 uma caracterizacdo para a forma da derivagao
estrela correspondente a uma derivacdo m, onde F(m) ndo é multiplicativa (descrita em
3.2.1), como também assegura a importante identidade sintdtica entre n™* e m*", que serd
fundamental para a obtencdo da igualdade entre o(m) e Ip(m).

Provaremos nele que, para cada tipo de m, temos:

s
T, B, TC?: B,
A-B
(@m,= A ASB = m*= A "2F ,onde F(n*)= AoB.
B, B,
Tg
T, ch Ts
A B A B
b)m, = _ArB = n¥= _AnrB , onde F(n*)= AAB.
B, B,
Tg
s
Ba, Ba,
©m,= VB;}‘ZX = nt= \%;}’Ex , onde F(nn*)= VxBux.
Tg

s
Além disso, nos trés casos, 1% = 1*" = B, .

Tg

Observamos que 1, € T, s30 as subdrvores em que 7, € 7, se transformaram através

dos passos da seqiiéncia estrela de m. N@o nos interessa saber exatamente como elas sdo. O
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que interessa é saber que ©*, 7%, ©*" ¢ F(n*) estdo relacionadas da maneira como descrito

acima.

3.2.8 TEOREMA:

Se w é como em 3.2.1, entdo:

s
B, s
Tk = n;k , onde (in*)=F(nf) e n*=n*=B,.

B, g
Te

PROVA:

Seja n** = m*. Provaremos por induc¢io em n.
BASE: n=0

() Entao n* = n*° = nt (n € derivacdo estrela).
(1) Como m, € subdrvore de mt, entdo 7w, também ¢ estrela (n, = 5

(iii) Pelo Lema 3.2.7, " € estrela (n” = n7*).

(fv) Temosentao n™* = n° = n*°

por (ii) por (i)

Logo, fazendo =, = &, e m, = my, temos, por (i), (it) e (iv) que:

g
B, Ts
*
n* tem a forma: n* = g, , onde F(n*)= F(n}) e n*=n* = B,.
por (T3.2.3)
B, Tg
Tg

PASSO: n> 0
HI: Seja X uma derivagdo como descrito em 3.2.1. Se X* = Z°*® tal que m< n, entdo vale o
teorema para .

Considere a derivagdo n* da seqiiéncia estrela para m.

(7) Pelas Observacoes 2.3.7-(f) e (h) € claro que n* = n*" = (n°)*** = n**.

Mas n*® € obtido de m pela multiplicacdo-* de 7T'(r). Como nas trés alternativas de m,,
Km)ndo é OM,, entdo, T(r) estd em 1,, , ou ,. Consideremos estes trés casos.

CASO 1: T(n)estd em T,

109



Como 7, é subdrvore completa de m e n(w,) ndo é OP, (r(r,)= B, que € premissa de
introducdo), entdo, pelo Teorema 3.1.2, T(n)= T(r,) e
m
B‘l
(n*= g, .
BZ
T3
Note que F(n,) € FM em 7©*, e n* € distinto de m apenas na subdrvore determinada

por B,. Como pos,(B,)> pos,(F(rn,)), entdo, pelo Teorema 3.1.6:

(iii) F(n,) é F(*).
my
(iv) Portanto, por (ii), (iii) e pelo Teorema 3.2.2 temos: n*“ = B, .
T3

Sejam ¢ e y as duas ocorréncias de m, tais que: ¢=T(n) e y= ass(T(n)). Pelo
Teorema 3.2.4-(5), o= T(n") e y= ass (T (n")). Ou seja, T(n") também ocorre em T,.
Como m, é subarvore completa também em =", temos, pelo Teorema 3.1.2, que
T(n)=T(m"e:
m
v)yn*=B,.
T3
(vi) Assim, por (iv) e (v), temos que: ©°*” = 1.

Por (i), (if) e (iif) temos que vale para ©* a hipdtese indutiva.

g

B, g
(vii) Logo, n** = 1, , onde F(n**) é F(n}) e n** = n**7= B, .

B, Tg

g

Pela Observacdo 2.3.7.1-(f) € claro que:
i) t** =n* e
(ix) %% = %,

(x) Entdo: n™* = x"* = g = g = ¥,
por (ix) por (vi) por (vii) por (viii)

Assim, por (vii), (viii) e (x) temos:
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s

B, Tg
% ,
n* =, , onde F(nn*) € F(n,*) e k== B, .
B, g
g

CASO 2: T(m)estd em T,

Note que este caso nao € relevante para m, do tipo (¢), uma vez que neste caso, T,
ndo € subarvore de m. Portanto, analisaremos aqui apenas os casos (a) € (b) de T,.

Como m, é subdrvore completa de n e de m,, e r(r,) ndo é OP, nem OF,, (Mn,)=A
ndo € PM de eliminacdo em nenhuma das formas de m,), entdo, pelo Teorema 3.1.2 temos:

T(n)=T(r,), T(n,)=T(r,)e:

T
. By A B,
@m=2 A28 o (pym= AsB
B, B,
e T TCZ Uz
g B, A B,
A-B
(xii) (@) n* = A > , ou (b)n*= AnB
B, B,
Ty Ty
T
B,
(xiii) Por (xi) e (xii), temos que 1°* = n; .
B,
T3

Seja &= F(mt,). No caso (@) &= AoB e no caso (b) E= AAB.
Note que § € FM em 73, e ; € distinto de 7, apenas na subarvore determinada por

A= r(m,). Como, tanto em (a) quanto em (b), pos,,(A)> pos,, (&), entdo, pelo Teorema 3.1.6:

(xiv) € € F(m3).
T
(xv) Portanto, por (xiii) e (xiv), temos: ©*"= B, .
T3

(xvi) Por (xv) e pelo Teorema 3.2.2 temos que: ©*” = 1"
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Note também que & (= F(m,)= F(n)) € FM em 7°, e ©n* é distinto de m apenas na
subarvore determinada por A= r(n,). Como, tanto em (a) quanto em (b) pos,(A)> posy(&),
entdo, pelo Teorema 3.1.6 temos:

(xvii) € € F(n®).

(xviii) Portanto, por (xiv) e (xvii) temos que F(r3) é F(r®).

Assim, por (i), (xiii) e (xviii), temos que vale para n° a hipdtese indutiva.

Ts

B, T
(xix) Logo, m** = () )* , onde F(n**) é F(n3)*) e n*™*=n"*"=B,.

B, T

Te

Pela Observacio 2.3.7.1-(f) € claro que:
(x)**=7* e
(oxd) ()™ = .

% = g0 = gl

(xxii) Entdo: ™ =
por (xvi) por (xix) por (xx)

Assim, por (xix), (xx), (xxi) e (xxii) temos:

s

B, Tg
* = n;k , onde (n*)é Ain¥) e n™*=n*"=8B,.

B, g

Te

CASO 3: T(r) estd em T,
Neste caso temos 2 subcasos: ou 7'(w) € OPL,(wt,) ou € O PnL(r,).
SubCaso 3.1: T'() é OPnL ()

Neste caso, pelo Teorema 3.2.3 temos que a ocorréncia ass,(7'(m)) ocorre em T, .

B
[C* 2
g Tyo Ty
N - D C CoD
(xxiii) m, e m, tém entdo as formas: w, = Kk € My= ———,
CoD D
T
B7 Ty
]

onde a ocorréncia CoD em =, € ass (T (n)) e, em 1,, CoD é T(n).
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.
Uz

B,

(xxiv) * € entdo da forma: n* = 7, , onde 7} e ©; tém as formas:

Note que F(rt,) ¢ FM em 7°, e n* € distinto de m apenas nas subdrvores determinadas

por C em 7, e em 1,. Mas, em qualquer dos casos, pos,(C)> pos(F(r,)).

(xxvi) Entdo, aplicando duas vezes o Teorema 3.1.6, temos que F(m,) € F(nt®).

.
ULy

(xxvii) Portanto, por (xxiv) e (xxvi), temos 7n*"= B, .

Tty

Pelo Teorema 3.2.4-(5) temos que CoD de n, € T(n") e CoD de m, € ass (T (n")).

.
T

(xxviii) Logo, 1™ = B, .

T3

Por (xxvii) e (xxviii), temos que: ©*” = ™, e por (i), (xxiv) e (xxvi) vale HI para =*. O

resultado segue, portanto, andlogo ao Caso 1 a partir do item (vii).
SubCaso 3.2: T(n) € OPL(r,)

Neste caso,

como Fmn) é HKm,, entdo F(m) ocorre acima de B,. Logo,

pos(F(m))> pos,(B,). Portanto, pelo Teorema 3.1.4-(4) temos que n° tem a forma:

Uz

B,

(xix) m* = T, .

2
[ )
%)

Note que F(n)= F(m,) é FM em n°, e, por 3.1.4-(4), n* é distinto de m apenas em

subarvores com raizes de posi¢do maior que F(m).
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(xxx) Entdo, pelo Teorema 3.1.6, F(rt,) é F(r®).
T4
(xxxi) Por (xxix) e (xxx), temos que n*° = B, .
ms
Sejam ¢ e ¢ duas ocorréncias de m, tais que: o= T (n) e y= assy(T(w)). Pelo Teorema
3.2.4-(5) temos que ¢= T(n") e y= ass (T (n")).
Ou seja, T(n") também é OPL (7).
Note que, como nao existia FM & em 1 com posi (&)< posy(B,), entdo, pelo Teorema
3.2.4-(1) e pela forma de n" temos que ndo existe FM & em n” com pos ~(§)< pos(B,).

Assim, pos_(F(n"))> pos (B,). Portanto, pelo Teorema 3.1.4-(4) temos:
TTq
(oexii) T = B, .
s
Por (xxxi) e (xxxii), temos que: ©*” = 7™, e por (i), (xxix) e (xxx) vale HI para n*. O
resultado segue, portanto, andlogo ao Caso 1 a partir do item (vii).

O que termina a prova do Teorema 3.2.8 ¢

Neste ultimo teorema desta secdo estabeleceremos relacdes entre o peso de m* com o
peso de ™, que nos permitirdo, na dltima secdo, provar que o(r) diminui com as redugdes e
provar a igualdade entre o(n) e Ip(r), para os casos de derivagdes em que F(r) é ocorréncia

ndo multiplicativa.

3.2.9 TEOREMA:
Se w € como caracterizado em 3.2.1, entdo:
(1) Se m, € do tipo (¢): p(n*)= p(r™*)+ 1;
(2) Se w, é do tipo (a) ou (b): p(n*)= p(A™* ¢+ p(i)+ 1;
3) p(m)< p(m).

PROVA:
Ts
B, Ts
Pelo Teorema 3.2.8 temos que ©* = n: e t*=n*"=8B,.
B, Tg
Te



s 7
Se n, = B, , entdo n* = B, . Logo, pelo Teorema 2.2.13 temos:
n;k Te
(@) p(*)= p(T 7+ p(e)+ nlp (1)
@i0) p(n=*)= p(s)H+ p(eht nlyg.(m).
(@iii) p(m;)= p(1us)+ p(g )+ nly, (n3).
Pelo Teorema 3.2.5-(2) temos que nl.(nf)= 0. Como, r, é subdarvore completa de 7 e
nF € subarvore de 7., entdo:
() nl(n¥)=0.
Além disso, pelo Teorema 3.2.5-(1), temos que:
) nlp ()= nl o.(1c,).

Analisemos dois casos: quando =, € do tipo (c¢) € quando m, € do tipo (a) ou do tipo

b).
Item (1)
Ba,
m, é do tipo (¢) - m,= VBXEX .

(vi) Neste caso, m, ndo € subarvore de 7.

Imediatamente pela defini¢do de peso temos que:
(vii) p(n,)= 1.

Pelo Teorema 3.2.6-(3) temos que 7, € derivacdo estrela, logo, de (vii):
(viii) p(n¥)= 1.

Assim, por (iii), (iv) e (viii) temos que:
(ix) p(1;)= p(ns)+ 1.

Portanto:

P = Pt pp ni(y)

Por=(ix) p(n5)+ 1+p(n6)+ nln*(ns)

Por:(v) p(n5)+ 1+p(n6)+ nlnl]*(ns)

= p™*)+ 1.0
por (ii)
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Item (2)
m, € do tipo (a) ou do tipo (b).
B, A B,
A A>o5B

(x)Sejamy= ——, ou My = AAB_ (conforme tipo de m,).
B, B,

Imediatamente pela definicdo de funcdo peso temos que:
(xi) p(mg)=1.
Ty
Note que m, = A . Portanto, por (x) e pelo Teorema 3.2.6 temos:
Tg
T,
i)y nF= A .
Tg

Como A, ligacdo entre t} e m, em 1}, ndo pertence a segmento-o. de 7} temos, pelo

Teorema 2.2.10-(4), que:
(xiii) nly,.(mg)= 0.
(xiv) Assim, por (xii) e (xiii): p(nF)= p(nFH p(m,).
(xv) Portanto, por (xi) e (xiv), p(ny)= p(mi+ 1.
Por (iii), (iv) e (xv) temos que:
(i) p(rt,)= p(ms)+ p(ei+ 1.
Portanto:

(™) =0 P+ p(me+ nlp.(me)

= p(m)+ p(me+ nlnu*(ne)
por (v)

= p(rH p(uiH+ 1+ p(ner+ nlnu*(ns)

por (xvi)

= p¥Fr p(f+ 1. 0
por (ii)

Item (3)
T
Seja m, = B, . Pelo Teorema 2.2.13, temos que:
Ty
(wvii) p(m)= p(met p(ra)t nly(ms).
(vitd) p(n)= p(r )+ p(s)+ nl ().
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(xix) p(g)= p(Ty )+ p(T )+ nlpy(TT,).

Pelo Teorema 3.2.5+2), nl,(r,)= 0. Logo, ni,,(r,)=0, pois wr, € subarvore de ©t, que é
subdrvore completa de m.

(xx) Assim, por (xix) temos: p(my)= p(m, + p(T,).

Como ¢, B, e B, sdo ocorréncias de w,, ¢ € FM também de 7,.

(xxi) Portanto, p(m,)> 1.

(xxii) Logo, por (xx) e (xxi), temos que p(m,)< p(m,).

(xxiii) Pelo Teorema 3.2.5-(2) temos que nl (n,)= nl (1)

Portanto:
pm = Pk pis)t nix(ms)
por=(vii) P+ p(m )+ nl (10;)
e P p(+ nlo(n5) ) p(@).

Logo, p(n)> p(n”). ¢

§3 Resultados sobre Derivacoes com F () Multiplicativa

O objetivo principal desta secdo € obter o seguinte resultado:

T
A
(A" [A]
T,y i
T, B ) B
Sejam 7w = AATDB ,onde ADBé F(n) e =, = % , obtida de = pela
Ty T,

multiplicacdo-* de AoB. Entdo: m* = rt}.
Esta equivaléncia nos habilita a estender os resultados da se¢do anterior também
para derivacOes nas quais F(n) € FM multiplicativa. Ao fazermos isto, ja estaremos aptos a

tratar todos os casos da prova de que o(r) diminui com as reducoes.

Introduziremos agora uma noc¢@o que serd muito utilizada nesta secdo para fazer

referéncia a uma derivacdo especifica da seqiiéncia estrela de alguma derivagdo m.
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3.3.1 DEFINICAO: Derivacio Limite

Seja m uma derivagdo tal que n* = 7n** e A uma férmula da linguagem de C’.
Definimos a derivagdo limite de m para A, e denotamos por m'!, como a derivagdo m**
(0 £i < n)da seqiiéncia-* de = tal que:

(1) Se g(n) < gr(A), entdo ' é n*°=m;

(2) Se g(m) > gn(A), entdo, 1 € 1°** tal que: g(m**™*) > gr(A) e g(n**) < gr(A).

3.3.1.1 OBSERVACOES:

(a) Pelo Teorema 2.3.10-(6), temos que para todo i (0 < i< n), g(n****) < g(n**). Assim,
podemos dizer que a derivacdo limite de © para A € a derivagdo da seqiiéncia-* 3, de menor
indice que tem grau maximo multiplicativo menor a gr(A).

() Como g(n**)=0 (pois n** = n* € derivacdo estrela) e, pelo Teorema 2.3.10-6),
gm**) < o(n**) (0 < i< n), entdo, para toda férmula A existe um 7©** (0 < i < n) tal que
nt = qgthl,

(¢) E claro, por propriedades da seqiiéncia estrela, que B =n*t, .., ™ =n™ a
seqiiéncia estrela limite de m para A é tnica, e para cada m e A existe um e apenas um ‘"
associado.

(d) Pela unicidade da seqiiéncia estrela € claro que se 1™ = 7% e r <k, entdo

(n*5)™ = M Além disso, TAI* = ¥,

3.3.2 LEMA:

Considere @ uma OM , com g(n®)< gr(®). Entdo g(n)= gno).
PROVA:

Suponha, por absurdo, que g(m)> gr (o).

Isto implica que T'(n) # @, logo, pelo Teorema 2.3.10-(2), todo residuo (), de ¢ é
OM,, e, portanto, g(n®) = gr(p), o que € um absurdo, pois g(rn®*)< gr(p) por hipotese.

Logo, descartamos a hipdtese do absurdo e temos g(n) < gr(o).

Mas pela Definicdo 2.3.4 ndo € possivel que g(m)< grn(®), pois @ é OM,. Logo,
gm)= gn(@). ¢
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A notagdo que apresentaremos a seguir nos permitird identificar certas
transformagdes que podem ocorrer em subédrvores devido a multiplicacdes-*. Ela serd

bastante utilizada na demonstra¢ao do Item (3) do teorema seguinte.

3.3.3 NOTACAO:

A notacio denota uma derivagdo m com um conjunto possivelmente vazio de
T

hipoteses destacadas, todas com a forma de A.
[n,] [, ]
Considere © a seguinte derivagio: m = [A]

Ta

A forma de m, como definido em 2.2.8-(b), indica que 7, € uma deriva¢do que possui

N . . L. T
n ou mais hipéteses destacadas A. Em cada uma destas hipdteses existe uma cépia de P: ,

onde (3 < i < n). Os colchetes em volta de cada n; indicam que pode haver mais de uma

copia de cada mt, em 7.
Ty
Considere m, com a seguinte forma: t,= B .
T4
De acordo com as formas de & e 7., podemos ter hipéteses destacadas A de wt, tanto
em 7, quanto em 1,. Nao € possivel saber, apenas com as informacdes que temos, se todas
as hipoteses destacadas A de m, estdo em m,, em 7, ou se estdo um pouco em cada

subdrvore. Desta forma, usando a notacdo de chaves descrita acima, podemos escrever m,

como:
{A}
T,
. = {A} B
\—W_—J

Tal notacdo indica exatamente as condicdes de m,. m, € composta por uma
subarvore m, e uma subdrvore m,. T, possui uma hipdtese destacada B, que € raiz de =,, e
algumas, possivelmente nenhuma, hipdteses destacadas A. m,, por sua vez, possui as outras

hipéteses destacadas A de mt,, quando nem todas elas estao em T,

119



Assim, de acordo com a forma de m, descrita pela nova notacdo, podemos escrever 7

com a seguinte forma:

{7} AT}
{A}

{3} {ma} T,
T = JA} B
S

Esta notagdo indica que © € obtido de m, colocando-se nas hipdteses destacadas de

. . ~ T . ~ . ~ . ~
T, copias das derivagdes A: (3 £i £ n). Como ndo temos informagdo sobre quais 7, sdo

colocados nas hipéteses A de 7, e quais hipdteses A de m,, utilizamos o artificio das chaves e
indicamos todas as cdpias em cada derivacdo. Como as chaves indicam uma quantidade
possivelmente vazia, a notagdo de « é coerente.

Por exemplo, se todas as coOpias de m, em 7 tém as hipdteses A de m, como raiz,
entdo a notacdo {m,} que ocorre acima das hipéteses A de m, indica uma quantidade vazia,

ou seja, 1, ndo ocorre 14.
O teorema seguinte estabelece, no Item (4), o fato fundamental desta se¢do: n* = n¥.
Os Itens (5) e (6) também serdo tteis para a prova de que o(n) diminui com as redugdes. Os

Itens (1), (2) e (3) representam apenas as etapas necessarias para a prova do Item (4).

3.3.4 TEOREMA:

[A]*
Ty
T B )
Seja = % ,onde AoB é F(n)e OM,,.
T3

Seja ©’ uma derivacdo tal que: ® — 7’ pela redu¢do da FM ¢ # AoB e

APl = pon,

Entao:
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[AT
n[2A3|31
nEADB] B )
A A—oB
B

TE[?,ADB]

(1) mo=t = , onde AoB é F(r*?).

TC[1ADB]

[A]

TC[ZADB]

B

A A>B
B

T [3A:>B]

(2) i = =B =

,onde AoB é F(nt!*®1),

(3) mABl = ria=Bl,
@) n* = ¥,
G) n™ = ().
(6) Ty = (),
PROVA:
Itens (1) e (2)
Provaremos os Itens (1) e (2) simultaneamente por indugdo em n.
Como nos Itens (1) e (2) AoB € OM,, entdo é claro que g(n) > gnlA>B). Logo, pela
Defini¢do 3.3.1 temos que n> 0. Portanto, o caso basico é n=1.
BASE: n=1 (Neste caso, n!*?1 = 1*)
Como n= 1, entdo, pela Defini¢do 3.3.1 temos:
(@) gn)= g(1*°) > g AoB) e gn®)< gr(A>SB).
(i) Logo, por (i) temos que g(n)> g(n®).
(¢if) Mas, por (ii) e pelo Teorema 2.3.10-(4), temos que ng(n)= 1.
Como AoB é OM,, , por (ii) e pelo Lema 3.3.2 temos:
(@iv) g(n)= gr(A>SB).
Mas se AoB é OM , por (iii), (iv) e pela Definicdo 2.3.6 de T'(n) temos:
(v) AoB é T(n).

Assim, por (iv), (v) e pela forma de m temos:
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A AoB

(i) t?>®1 = n® =

Note que n* difere de © apenas na subarvore da premissa menor de AoB= F(r) e em
top-formulas de m,. Mas em ambos os casos as alteragdes sdo feitas em ocorréncias com
posi¢do maior que pos,(A>B). Portanto, pelo Teorema 3.1.6 temos:

(vii) AoB é F(t*).

Por (ii) e (iv) temos que g(n®*)< grlA>B). Como =, (1 < i < 3) sdo subdrvores de ©°,
entdo, para (1 <i<3), gn,) < g(n®)< gnA>B). Portanto, pela Defini¢do 3.3.1:

i) t*® =1, com (1 <i<3).

Assim, por (vi), (vii) e (viii) temos:

(A8
[A]
rlA=8]
B
(ix) TR = % ,onde F(n*®)= ASB; e
(A8
[AT* [A]
r, TE[ZADB]
T, B Tc[IADB] B k
) b
A-B
@Wnr"t=nC=mn= A QD B __A B 2= onde Fr*)= AoB.
T, n[BADB]

Por (ix) e (x) provamos a base para os Itens (1) e (2).
PASSO: n> 1
HI: Se X é uma derivagdo que satisfaz as hipdteses do teorema tal que XIF®! = ¥* com
k< n, entdo os itens (1) e (2) sao validos para X.

Considere a deriva¢io n*. Como n'*® = n** com n> 1, pela Observacdo 3.3.1.1<(d)

temos:
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(i) (m®)AR = g1a=B] = qron = (g°)*nt,

(xit) Como A>B= F(n) € OM , entdo: g(n)= gn(T (n)) > gHA>B)

Como n* € obtido de m pela multiplicacdo-* de T(m), por (xii) e pelo Teorema
3.1.7-(1) temos:

(xiii) pos(T (1)) > pos,(ASB).

Vamos dividir a prova em casos conforme a ocorréncia 7'(w). Temos que ou T'(m)
ocorre em T,, ou em 7, ou em 7, ou 7'(1) é ASB. Analisemos cada caso:
CASO 1: T(r) ocorre em T,.

Como m, é subarvore completa de 7 e 1(m,) ndo € OP, (n(w,)= A € premissa menor de

regra de eliminacdo), entdo r(r;) ndo € T(n). Logo, pelo Teorema 3.1.2 temos:

[A]
U
B
(iv) T(n)=T(m,) e m* = %.
T3

Como pos,(n(m,))> pos,(A>B), entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(xv) AoB é F(n®).
(xvi) Note também, por (xiv), que ADB é OM ,.

Assim, por (xi), (xii), (xv) e (xvi) temos que vale a hipdtese indutiva para n°. Logo:

[A]

TC[ZADB]
(== B,
A A>B

(ovid) ()2 =

Mas se T'(m) ocorre em T7,, entdo g(m,)= g(m) (2)gr(ADB). Logo, pela Defini¢ao 3.3.1
ni=B1 = 1% tal que k> 0. Portanto, pela Observacio 3.3.1.1-(d) temos:
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(xix) TR = (m3)A=R,

Portanto, por (xi), (xvii), (xviii) e (xix) temos:

[A]
TC[ZADB]
7T[1A3E;] B
A-B
(ox) ot = (n®)*n 2 = A B 2" | onde ASB é Fin™?) e
7T[3A3|3]
7T[1ADB]
[A]
TC[ZADB]
B
i e g e B A28 i pc e,
TE[3ADB]

Assim, por (xx) e (xxi) provamos o Caso 1.
CASOQO 2: T(n) ocorre em T,
Como =, é subdrvore completa de © e n(n,) ndo é OP, (Hn,)=B ¢é premissa de

introducdo), entdo r(m,) ndo € T(n). Logo, pelo Teorema 3.1.2 temos:

[A]
5
us B
—k
(oxid) T(m)= T(r,) e 7° = AATDB.
T3

Como pos,(n(m,))> pos,(A>B), entdo, pelo Teorema 3.1.6:

(xxiii) AoB é F(r®).

(xxiv) Como as hipéteses destacadas de m, sdo cortadas por regra que estd abaixo de
n(m,) nenhuma multiplicacdo-* em 7, coloca subdrvores sobre as hipdteses destacadas de m,.

Portanto, por (xxii), ADB é OM_,.

Asssim, por (xi), (xxii), (xxiii) € (xxiv) temos que vale a hipdtese indutiva para n°*. Logo:
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[AT"

(m3)"*"
TEEADB] B )
(o) (e = — 2 BA 2B onde ASB 6 A2, e
n[BADB]
n!]ADB]
[A]
(m3)"
B
(o) ()2 = ey & ASB 228 onde ASB ¢ A(x")™)
7T[3ADB]

O resultado segue andlogo ao Caso 1.
CASO 3: T(r) ocorre em T,
Pelo Teorema 2.2.10-(5), se ¢ € O PnL(r,), entdo gro) < g(B).
Mas, por (xii), gn(T (n))= g(rn) > gnlA>B)> gn(B). Portanto:
(exvii) T(mt) € O PL(T,).
Por (xxvii), pela forma de w e pelo Teorema 3.1.4 temos:
[A]"

U

T, B

Coxviit) T(m)=T(n,) e ©* = B

T3
Também por 3.1.4-(1) e 3.1.4-(4) temos que n°* € distinto de w apenas em subarvores
com raizes de posi¢ao maior que A>B= F(r). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(xxix) AoB é F(r*).
(xxx) Note também, por (xxviii), que AoB é OM ..

Assim, por (xi), (xxviii), (xxix) e (xxx) temos que vale HI para =*. Logo:
[A]*
TE[ZADB]
TCEADB] B )
A A>oB
B

® \[ASB]
(753 )

(xxxi) (m*)™2 = , onde AoB é F(r*)*2?), e
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[A=BI

[A]

Tc[2ADB]
B
Cooxid) (%) 21 = (r*)nt = AATDB , onde ASB é F(n*)"),
(x5

O resultado segue andlogo ao Caso 1.
CASO 4: T(rn) ¢ AoB= F(n)
Como neste caso T (n)= F(r), pelo Teorema 3.1.7-2) temos que:
(oxxiii) ng(n)=1.
Por (xxxiii) e pelo Teorema 2.3.10-(4) temos que:
(exxiv) gm)> g(m®).
(xxxv) Mas como AoB € T'(n), entao g(n)= g(n*°)= gn(A>B).
(xxxvi) Logo, por (xxxiv) e (xxxv), g(n®)< gr(AoB).
Assim, por (xxxv), (xxxvi) e pela Definicao 3.3.1, n**® = n°*. Portanto, o resultado

para o Caso 4 segue exatamente como no caso bdsico. [

Item (3)
Vamos provar um resultado um pouco mais genérico, do qual o Item (3) € um caso

particular. Considere my uma derivacao com a seguinte forma:
Tc4 oo Tcn
— Y

[A]

Ty

B

A

Ty = é‘ =] ,onde AoB ¢é F(ny) e onde vale a seguinte propriedade:

%

(/) Nao existe top-formula em nenhum =,, ..., T, que seja cortada por regra externa a
T,, - My, CUja conseqiliéncia tenha posicdo maior que F(my).

Provaremos que:
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(w4 )
[A]
TC[ZADB]
B

A AoB
B

ngA;B]

(if) =" =

,onde AoB é F(n{*®").

Pelo Teorema 3.1.10 temos que m, também satisfaz a propriedade (i), logo € claro
[ASB]
!

[A]
(A8
B
A A-B

que, se provarmos (i), entdo mPr*®! = — B onde AoB é F(r[*®!) e, portanto, pelo

7t[BADE;]
Item (2), w[*®! = g*=81,
Seja mi*P1 = g®. Provaremos o item por indugio em m.
BASE: m=0
(7if) Neste caso wi*®! = w3 = 7.
Logo, pela Defini¢do 3.3.1, g(ny)< gr(AoB) e para todo i (1 < i < n) gn,)< gHA>B),
pois m; € subarvore de m,. Assim, também pela Defini¢do 3.3.1, temos:

(@v) m*® = . tal que (1 < i< n).

Portanto:
TCE‘.ADB] TELADB]
TE4 voe Tcn
M [A]
[Al 7lASE]
Ty 2
B B
A A-SB A A>oB
AoB] — o = = ,onde F(nl**®)= A>B.
Y = Ty B & B onde F(rt! -
TC3 TchDB]
PASSO: m> 0
HI: Se ¥ é uma derivagdo que satisfaz as hipdteses do teorema tal que ZF®1 = ¥* com

k< m,entdo o Item (3) € valido para X.
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Considere a deriva¢do ny. Como nl**®! = 12 com m> 0, pela Observacdo 3.3.1.1<(d)
temos:

() (L) = 7P = i = ()™

Note também que como m> 0, pela Definicdo 3.3.1 temos:

(i) g(ny) > gr(ASB).

Como AoB nido é OM,,, entdo temos trés possibilidades para 7T'(ny): ou T'(my) ocorre
em algum &, ..., T,, ou em 7,, ou em 7,. Analisemos cada um destes casos:
CASO 1: T(my) ocorre em algum 7, para (4 < j < n)

Note, por (vi), que r(m;)= A ndo € T(ny), pois g(ry)= gr(T (ry)) = g(ADB)> gr(A).

Logo, pelo Teorema 3.1.2:

JUy T4 nj. Tig T
Y
[A]
i,
B
(i) T(ry)=Try) ¢ mh= - ASB
T3

Como pos,,(1(m,))> pos,(ASB), entdo, pelo Teorema 3.1.6:

(viii) AoB é H(my).

Note que como nenhuma nova marca de corte que néo ocorria em 7, € introduzida
em 73 , entdo:

(ix) my satisfaz a propriedade (7).

Assim, por (v), (vii), (viii) e (ix), temos que vale HI para ny, logo:

R ()0 [0

~—~
[A]
TE[ZADB]
B
() (my)™*™™ = A B AoB , onde ASB é F(n3)™™).
[ASB]
T3

Por (vi) e (vii) temos: g(n;)= gr(T (r,)) ot (T (m)) (ﬁ) gr(AoB).

Logo, pela Definigdo 3.3.1, temos que nl*®! = 7}~ tal que > 0.
Portanto, pela Observacao 3.3.1.1-(d) temos:

(xi) TEJ[A:B] = (Tc;)[ADB] .
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Assim, por (v), (x) e (xi) temos:
[ASBl7 .. [..[ASB]
\[TE4 ] Y[Tcn :L
[A]
n[zADB]
B
TR = A ASB ,onde F(ny*®)= AoB.

B

n%ADB]

CASO 2: T(ny) ocorre em T,
Como T'(my) ocorre em T, pela Observagio 2.1.13.1, y= ass, (T (ry)) ocorre ou em T,
ou em algum 7, (4 <j < n).

(xii) Pelo Coroldrio 2.2.11-(5), todas as O PnL,(r,) t¢ém grau menor ou igual a A.
Como, por hipétese, T(ny) ocorre em m,, entdo g(mw,)= g(nv)(z) g(AoB)> gr(A) e,

portanto, por (xii):

(xiii) T(ny) € O PL,(T0,).

(xiv) Logo a regra R, que gera a ocorréncia y= ass,,(T'(n)) e a regra R, da qual T'(r) é
premissa maior estdo integralmente em T,.

Mas € claro, pela forma de my, que: pos, (1(r,))> pos,,(A>B). Entdo, por (xiv) e pelo
Teorema 3.1.10:

(xv) Toda top-formula que a regra que gera y= ass,,(T'(ny)) corta € top-formula de m,.

(xvi) Assim, por (xiii), (xiv) e (xv), temos que os itens (1) a (3) da Definicao 2.3.1 de
OM sao satisfeitos por T'(n,) também em T,.

Analisemos o que ocorre no Item (4) da Defini¢do 2.3.1.

Seja £ a premissa menor da regra em que 7'(r,) ¢ PM.

(xvii) Por (xiv) temos que & também ocorre em T,.

Como T(ny) € OM , entdo, pela Defini¢ao 2.3.1 de OM temos:

Ou & € top-formula cortada em ny, ou I(V,(§))> 1. Vejamos cada caso:
CASO 2.1: & é top-formula cortada em m,

Se & ¢ top-formula cortada em 7, e ocorre em 7,, como T, € subarvore de my, € claro
que:

(xviii)  é top-formula cortada em m,.
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Portanto, por (xviii) temos que o Item (4) da Definicdo 2.3.1 de OM também € valido
para T(ny) em m,, e portanto, por (xvi) e (xviii) T'(ny) € OM,.

Como T(ny) € OM,, e =, € subdrvore de my, € claro que ndo existe OM,, com grau
maior que 7(my), nem ocorréncia de mesmo grau com posicdo maior que 7(my), pois se
existisse em m,, existiria em m, (Teorema 3.1.5), o que contradiz a Definicdo 2.3.6 de
ocorréncia estrela. Portanto:

(xix) T (ny) = T(m,).

Por (xv), (xviii) e (xix) podemos escrever m, com a seguinte forma:

[CT {A}

(x) =wn, = C° CoD ,onde CoD= T (ny)= T(m,).

{A},

(O

Assim, por (xx) e pela forma de n, temos:

.. U2 A {Ta’)
[C] {A},

Ty

Cs C=>D {n,} ... {n}
D {A},

—~
s

c

B
(xi) my = A A-B , onde AoB= F(r,).
B

T3

Por (xix), (xx) e (xxi) temos:

[C]nb{A}
(xii) my = C CoD
D {A}
N - >
e
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(M) oo AT
i

cr A
g
Ty
C CoD {n,} ... {m}
D {A}
— ~— _J
TEC
B
(exiii) my = A A-B
B
Ty

Note por (xxi) e (xxiii) que as mudancas de my, com relacdo a my foram todas feitas em

subdrvores cujas raizes tém posi¢do maior que pos, (A>DB). Portanto, pelo Teorema 3.1.6:
(xxiv) AoB € F(ry)

Dessa forma, por (xxii), (xxiii) e (xxiv) temos:

[A]
m;
B
(xv) Ty = A\Bﬁ ,onde AoB é F(ry).
T3

Note também, por (xxi) e (xxiii) que ndo houve nenhuma modificacdo interna em
nenhuma copia de &, ... m,, na passagem de my para my. Portanto:
(xxvi) Ty também satisfaz a propriedade (7).
Assim, por (vi), (xxv), (xxiv) e (xxvi) temos que vale a hipdtese indutiva para .
Portanto:
A-B A-B
[l =] [ =]
- _J
A
® \[ASB
(7, )[ :
B

A A-oB
B

TC%ADB]

(oxvid) (my)=®! = ~onde F(ny)"*®)= AoB.
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Por (vi) e (xix) temos:

g = ol(m) = g(l(n)= glny) > giAB)
Logo, pela Defini¢ao 3.3.1 ni*®! = 13 tal que s> 0.
Portanto, pela Observacgdo 3.3.1.1-(d) temos:
(oviii) (ng)P=R = qla=el,

Entdo, por (v), (xxvii) e (xxviii) temos:

@ADB]] . [TCLADB]]J
Y
[A]
TE[ZADB]
B
A AoB
B

n[gADB]

[ADB] —
Ty =

, onde F(nl*®)= AoB.

CASO 2.2: [V, (E)> 1

Como, por (xvii), & ocorre em T,, entdo: ou & é uma das hipoteses [A] destacadas em
T,, ou ndo €. Analisemos cada um dos casos:
SubCaso 2.2.1: £ ndo € hipotese destacada de m,

(xxix) Pela forma de m, temos que, com exce¢do das ocorréncias de ligacdo para cima
de m,, todas as demais top-formulas de =, sdo top-formulas de m,,.

Como & ndo € hipétese destacada de m, e ndo € top-formula de my (V. (E))> 1),
entdo, por (xxix), temos que & nao € top-formula de =,. Logo:

(oxx) IV, (E))> 1

Portanto, por (xxx) temos que o Item (4) da Definicdo 2.3.1 de OM também € vilido
para T'(ny) em m,, € portanto, por (xvi), T(ny) € OM,,. Assim, como € w, € subdrvore de my, €
claro que ndo existe OM, com grau maior que T'(my), nem ocorréncia de mesmo grau com
posicdo maior que 7'(my), pois se existisse em m,, existiria em my (Teorema 3.1.5), o que
contradiz a Defini¢do 2.3.6 de ocorréncia estrela. Portanto:

(oexd) T(mg) = T ().

Por (xv), (xxx) e (xxxi) podemos escrever m, com a seguinte forma:
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{Ay [CF {A}
N/

Ty Ty
(oxii) m, = C CoD ,onde CoD= T(ny)= T(m,).

D A}

YT
TCC

Assim, por (xxxii) e pela forma de wy temos:

NUZEBR U™ TN SU% U/

{A} CIr {A}
H_J
Ty Ty
C CoD {n,} ... {m},
D AL
.
_B
(oxxiii) Ty = A A-B , onde AoB= F(x).
B
TE3

Por (xxxi), (xxxii) e (xxxiii) temos:

{A}

Ta

[C] {A}
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(xxv)ymy = A A-B

Note por (xxxiii) e (xxxv) que as mudancas de m com relacdo a 7, foram todas feitas

em subdrvores cujas rafzes tém posi¢do maior que pos, (ADB). Portanto, pelo Teorema 3.1.6

temos:
(oxxvi) AoB é F(my).

Dessa forma, por (xxxiv), (xxxv) e (xxxvi) temos:

[m,]---[m,]
LY
[A]
m,

B

A A-oB
B

U

Ty ,onde AoB é ().
A solucdo segue andloga a do Caso 2.1 a partir da clausula (xxv).
SubCaso 2.2.2: y € hipdtese destacada de m,
Neste caso, m, pode ser escrita da seguinte forma:
AT {A}
H_J
Ty
vy, = A (AoB)! ,onde (AoB)'= T(r,).
D A}

YT
TEC
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O indice superior 1 em A>SB € apenas para distingdo de referéncia com a ocorréncia
de F(my).

Assim, por (xxxvii) e pela forma de my temos:

) R A {Tta},
. [Al v {A},
A (AoB)* {n,} ...{m.},
D AL
me
_B
(oxwviii) my= A (AoB)? ,onde: (AoB)* é T(ny),
B (AoB)* é F(ny) e
Ty 4<j<n.

Dessa forma, por (xxxviii) temos:

Ty () - T

JA] (A},
NG
T
A AoB)  {m,} ... {n.},
D AL
ES
B
(oxix) my = A (AoB)?
B
Ty

Note por (xxxviii) e (xxxix) que as mudangas de m; com relacdo a m, foram todas

feitas em subdrvores cujas rafzes tém posicdo maior que pos, ((ASB)?). Portanto, pelo

Teorema 3.1.6 temos:
(xl) (AoB)Y? é F(my).

Dessa forma, por (xxxvii), (xxxix) e (x/) temos:
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(cli) Tl = “onde ASB é Finy).”!

Note também, por (xxxviii) e (xxxix), que ndo houve nenhuma modificacdo interna

em nenhuma cépia de «r,, ... T,, na passagem de m, para my. Portanto:

(xlii) T3, também satisfaz a propriedade (7).

Assim, por (vi), (xli) e (xlii) temos que vale a hip6tese indutiva para mg. Portanto:

inaADB] ] Y [TELADB]]J

[Al
n[ZADB]
B
(i) (e = A = A>SB , onde F(x8)™* )= ASB.
ngADB]
Logo, por (v) e (x/iii) temos:
\[n[4ADB]] ;[TELADB]]J
[A]
TE[ZADB]
B
TRl = A 5 ASB , onde F(nl*®)= AoB.
n[gADB]

CASO 3: T(ny) ocorre em T,

Prova analoga a do caso 3 dos itens 1 e 2.

Note que, olhando para a notagdo simplificada (xli), parece que Ty = Ty. No entanto, olhando para as

notacdes detalhadas vemos claramente que my (descrito em (wxviii)) € diferente de n; (descrito em (xxxix)). No

entanto, a multiplicagdo-* de T'(ny) apenas trocou de lugar em 7, a subdrvore 7;. Tal mudanga nédo € visivel

na notacdo simplificada que adotamos.
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E com isso completamos todos os casos da prova da proposicao (ii).

Como provamos (ii)) e pelo Teorema 3.1.10 temos que m, também satisfaz a

TE!]ADB]
[Al
TE[ZADB]
B
. . ~ . . . [ADB] — A ADB 4 [ADB]
ropriedade (i), entdo, € claro que: © = ——=—onde AoB é F(n e, portanto,
prop q A B A p
ngA:B]
pelo Item (2) deste teorema: w*=®! = w*>®1 [
Item 4)
¥ = ARy = (pIABI)E = ko)
3.3.1.1-(d) ( ) ltem (3) (™) 33.14d) 2

Itens (5) e (6)

(@) Seja @ a FM reduzida em m — 7.

Vamos dividir a prova dos Itens (5) e (6) em tantos casos quantas forem as
possibilidades para @ em .
CASO 1: ¢ ocorre em T,.

Neste caso, ’ € da forma:

[AT"

) B

@)= , onde w, = 7.

Note que ©’ difere de m apenas na subdrvore m,. Mas como pos,(H{m,))> pos,(A>B),
entdo, pelo Teorema 3.1.6 temos:

(1ii) AoB= K(t’)

(iv) Note também, por (ii), que AoB ¢ OM ..

Assim, por (i), (iii) e (iv) temos que o Item (4) se aplica a r’, logo:

(v) T* = m*.

Além disso, também por (ii), (iii), (iv) e pela Defini¢do 3.1.9, temos:
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(vi) my =

Pela forma de m,, se efetuarmos em cada copia de m, em m, a mesma reducgdo feita

em 1, de ™ temos:

T, )
[A] [A]
Ty Ty
B B
. A AoB A AoB ,
i) m, = B —» B (ﬁ) Ty
T3 T3

Assim, por (v) e (vii), valem os Itens (5) e (6) para w do Caso 1.

CASO 2: ¢ ocorre em T,

Neste caso, m’” pode ter duas possiveis formas:

[AT"
(2
? B )
viii) ©° = %, quando a reducdo de ¢ nao elimina todas as hipé6teses A
T3

cortadas pela regra que gera AoB= F(r); ou

T2
T B
(ix) = %, quando a redu¢do de ¢ elimina todas as hip6teses A cortadas
T3

pela regra que gera AoB= F(n).

Analisemos estes dois casos:
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[AT"

5
T, B ]
SubCaso 2.1: v’ = % (como em (viii))
T3

Note que n’ difere de m apenas na subdrvore m,. Mas como pos,(H{m,))> pos,(A>B),
entdo, pelo Teorema 3.1.6 temos:

(x) AoB= K.

(xi) Note também, por (viii), que AoB ¢ OM .

Assim, por (viii), (x) e (xi) temos que o Item (4) se aplica a n’, logo:

(xii) T = m*.

Além disso, por (viii), (x), (xi) e pela Defini¢do 3.1.9, temos:

(i)’ =

Por (viii) e (xiii), é claro que repetindo a reducdo n, — m, em 7, temos:

T, T,
[A] [A]
Ty my
B B
. A>oB A AoB ,
xiv) m, = B - B =10,
Ty T3

Note que como a redugdo de ¢ em © ndo elimina todas as hipéteses A cortadas por

k, entdo em m, a reducdo de ¢ ndo elimina todas as copias de ;.

Note também que nao corremos o risco da redugdo de m, em 7w, multiplicar alguma

subarvore de 1, em top-formula de m,, alterando assim alguma cépia de m,. Isso porque em

n, a derivacdo original, as raizes de m, e m, ocorrem em ramos diferentes, ou seja, nenhuma

top-férmula de m, ocorre acima de ocorréncia de formula de m,. Logo, nenhuma regra de =,
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corta top-formula de nr,. Como m, foi obtida de m por uma multiplica¢do, as marcas de corte
existentes nas ocorréncias de m, ndo se alteram em m,. Portanto, a reducdo de ¢ € local a T,
em 7,, ndo alterando internamente nenhuma cépia de m,.

Assim, por (xii) e (xiv), os Itens (5) e (6) valem para © do subcaso 2.1.

5
U B
SubCaso 2.2: E% (como em (ix))
T3

Note que AoB nao € mais ocorréncia multiplicativa em 7’, logo, pela Defini¢do 3.1.9:
)y, =7’

Portanto, por (xv), é claro que:

(ovi) T = U, *.

E claro que se repetirmos a reducdo n, = 7, em T, temos:

T
[A]
Ty m
B u B
.. AoB A AoB , ,
(xvii) m, = B B (rﬁ)) yis (xEv) e
T3 T3

Note que como em 7 a redugdo de ¢ (n, — m) eliminou todas as hipoteses A
destacadas em m,, ela produz o mesmo efeito em m,. Assim, por (xvi) e (xvii), os Itens (5) e (6)

valem para n do subcaso 2.2.

CASO 3: ¢ ocorre em 7,

( . D
Como ¢ é FM em 7, 1, deve ter a seguinte forma: nt, = ————, onde ¢ ocorre em

Tg

5, pois como ASB é F(r), ¢ ndo pode ter posicdo menor que a posicdo de AoB. Logo:
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Ty T,
T, B T, B
A A-5B ) A A-SB )
B B
T T, Ty T,
Gvii) T = C e T= D C
B E B E
Tg Tg

Como 7, é subarvore completa de © e posi(D) > pos,(A>B), entdo a solugdo é

andloga a do Caso 1.
Note que por hipétese ¢ # AoB. Com isso analisamos todos 0s casos e terminamos a

prova dos Itens (5) e (6), e do teorema. &

§4 Resultados Gerais

Obteremos nesta se¢do, depois de todo este desenvolvimento, os resultados
principais sobre o sistema C’. Os teoremas desta secdo garantem que o(n) diminui com as
redugdes, que € o menor Ordinal Natural para derivagdes em C’ (o(n)= Ip(n)), que a pior
seqiiéncia de reducdo de Massi € finita e, finalmente, que vale a Normalizacdo Forte e

Church-Rosser para C’. Vamos inicialmente provar que o(r) diminui com as reducdes.

34.1 TEOREMA:
Se n’ € obtida de  através de uma reducao qualquer, entdo o(m)> o(r’).
Ou seja: (m > 1) = (o(n)> o).
PROVA:
Seja ©* = n*. Provaremos por indu¢do em p(n*).
BASE: p(n*)=0 =, , ;.5 7€ normal.
Como 7’ ndo esta definido neste caso, o teorema € vélido por vacuidade.
PASSO:
HI: Para toda X, tal que p(X*) < p(r*), temos que X — X)) = (o2) > o).

Queremos provar que o(m) > o).
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Apresentaremos, como dissemos na introdu¢do do capitulo, uma solu¢@o por casos,

baseada na forma de F(n).

P
T, B
CASO 1: = %, onde:
T3

(1) AoB é F(n),
2)AoBnao é OM,.
Ty
(@) Pelo Teorema 3.2.2 temos: n"= B .
T3
(ii) Pelo Teorema 3.2.9-2) temos: p(n*) = p(n™* )y p(n¥)+ 1.
Temos aqui tantos subcasos quantas sao as possiveis formas para m’.
Ty
SubCaso 1.1: n’=B (obtida pela reducdo de AoB)
T3
(i) Por (i) e pela hipdtese do subcaso temos: 1’ = 7-.
Mas, por (if) temos que p(n*)> p(n™*). Logo, por (iii) temos p(n*)> p(n’*) e, portanto,

on)> o(m’).

T,
) B
SubCaso 1.2: ' = u
- B
s

Note que AoB é FM em 1’, n’ é distinto de w apenas na subarvore determinada por
A e pos,(A)> pos,(AoB). Entéo, pelo Teorema 3.1.6:
(iv) AoB é ().
Pela forma de n’, por (iv) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
¥) p(*)= p(r™ )+ p(r*H 1.
Ty
(vi) Também por (iv), pela forma de 7’ e pelo Teorema 3.2.2 temos: n¥= B .
T3

(vii) Por (i) e (vi) temos que ™ = ",
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(viii) Assim, por (v) e (vii) temos: p(n’*)= p(mt™*)+ p(m*)+ 1.
(ix) Por (ii) temos que p(i)< p(n*).
Logo, vale HI em =,. Entao:
) o1y )> o).
(xi) Assim, por (x) e pela Definicdo 2.4.1 temos: p(ni)> p(m.*).

(xif) Portanto, por (ii), (viii) e (xi) temos: p(t*)> p(n™*) = o(n)> o(’).

Ty
T, B
SubCaso 13: = . _A>B
2Eoe e B
T3

Note que AoB é FM em 1°, ©’ € distinto de 7 apenas na subarvore determinada por

B e pos,(B)> pos (A>B). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(xiii) AoB é Fm’).

N —

i
(xiv) Por (xiii), pela forma de 1’ e pelo Teorema 3.2.2 temos: n7= B .
T3
Também pela forma de n’, por (xiii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(v) p(™*)= p( ™) p(i+ 1.

Além disso, fazendo a mesma redugdo de m© em 7" temos:

)
T, U
(i) i°’=B — B =x" = n".
(xiv)
T3 U

Por (ii) temos que p(n™*)< p(m*).

(xvii) Logo, vale em 7" a hipétese indutiva e: o(n”)> o(n™).

(xviii) Entdo, por (xvi) e (xvii) temos: o(n”)> o(n™)

(xix) Asssim, por (xviii) e pela Defini¢do 2.4.1 temos: p(n™*)> p(n™*).

(xx) Portanto, por (ii), (xv) e (xix) temos: p(nw*)> p(n™*) = o(n)> o(m’).

Ty
T B
SubCaso 1.4: n’ = A AoB
- B
3
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T, B
A A>oB
B
A T,
. , C
Note que neste caso, como ASB é F(rn), temos: ©° = c
g

A solugdo € andloga ao caso anterior.

[A]*
U
T, B )
CASO 2: wtem a forma: nt= %, onde:
T3

(1) AoB € F(n),
2)AoBé oM,
Pela Definicdo 3.1.9, &,, obtida de 7 pela multiplicagdo-* de AoB, tem a forma:
T
[Al
Ty
B
A AoB
— B

T3

(xxi) Ty =

Note que AoB é FM em m,, e m, € distinto de w apenas nas subdrvores determinadas
por A (A premissa menor de F(r) e nos As top-formulas de m,) e, para todo A expresso em

Ty, pOSy,(A) > pos, (ADB). Entdo, por sucessivas aplicagdes do Teorema 3.1.6 (uma para

cada ocorréncia A) temos:
(xxii) AoB € F(m,).
Ty
(xxiii) Chamemos =, = [A] . Temos entdo, por (xxi), (xxii) e (xxiii), que:

T,
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Ty
B
A ASB
B

T3

(xxiv) w, = , onde AoB ¢é F(m,).

Analisemos dois casos distintos para n”: (1) A FM ¢ reduzida em m — 7’ € tal que
¢ # AoB= F(n) e (2) o= AoB= F(n).
SubCaso 2.1 ¢ reduzida em © — 7’ € tal que @ # AoB= F(n).

(xxv) Pelo Teorema 3.3.4-(6), temos que: T > T’ = T, —» T',.

(exvi) Seja Ty = Ty, —> My, > My, .. > T, =T, uma seqiiéncia de reducdo para
T, —» T, expressa em (xxv). Note que, por 3.3.4-(6), n > 2, uma vez que m, # T,.

Por (xxii) e (xxiv), temos que m, € uma derivagdo com a forma de m do Caso 1 deste
teorema. Portanto, pelo Caso 1 e por (xxvi) temos:

(exvii) o(my) = o(my,) > o(my,). Portanto, p(nf) = p(myy) > p(ny).

(xxviii) Mas pelo Teorema 3.3.4-4), n* = ,*. Logo: p(n*) = p(n¥).

(xxix) Assim, por (xxvii) e (xxviii) temos: p(n*) = p(m,*) > p(m,F).

Por (xxix) vale HI para m,,. Logo, o(r,,)> o(m,,). Dessa forma, por (xxvii) e sucessivas

aplicagdes de HI temos:

(xxx) o(tty) (X?/i) O(TEA1) (XX>V") O(TEAZ) (xxvii)>e(HI) 0(nA3)> D > O(TCA,,) (xi/i) o(Ty).
(xxxi) Pelo Teorema 3.3.4-(4) e 3.3.4-(5) temos: ©* =mw,* e ©n™* = m*.

Portanto:
o(T,) e omy = p@g)> p(r*) = p*)> p@™*) = om)> o).

Def2.4.1 Def2.4.1

SubCaso 2.2 ¢ reduzida em © — 7’ € tal que ¢ = A>B= F(n)

Neste caso, pela forma de © temos:

T
[A] T,
(oxxii) T’ =, o B .
T3

T3

Note, por (xxiv), que m, € uma derivagdo na qual F(r,) ndo é OM,,. Portanto, os
Teoremas da Secdo 3.2 valem para mt,. Logo, por (xxiv), (xxxii) e pelo Teorema 3.2.2 temos:

(oxxii) ©° = .
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Considere nt, = A, premissa menor da regra em que ASB € premissa maior em T,.
E claro que 7, é derivagiio normal, e portanto, 1, = n.* e p(n,*)= 0.

Portanto, por (xxiv) e pelo Teorema 3.2.9 temos:

(oxxiv) p(rt,*)= p(y)H p(ns™+ 1 = p(ry*)= p((my Y+ 1.

Assim, por (xxxiv) € claro que:

(o) pp> p()™) = par™).

(xxxvi) Mas pelo Teorema 3.3.4-(4) temos: ©tF = *.

Portanto:
% — % %k 4
p(*) it (™) o) p™®) (=, om> o).
T T
A B
CASO 3: 1 é do tipo: 7= % , onde AAB é Fl).
T3
i,

(xxxvii) Pelo Teorema 3.2.2 temos: n°= B .
T3
(oxevviii) Pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p(n*)= p(mt™*)+ p(m¥+ 1.
Temos aqui tantos subcasos quantas sio as possiveis formas de m’.
Ty
SubCaso 3.1: = B
T3
(xxxix) Por (xxxvii) e pela forma de n’ temos: ©° = nt”.

Entao, por (xxxviii) e (xxxix) temos p(n*) > p(n’*) =,,, on)> o).
T, T,

A B
SubCaso 3.2: ' = %

T3
Note que AAB é FM em 7’, ’ é distinto de 7 apenas na subarvore determinada por
A e pos,(A)> pos,(AAB). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(xI) AAB é ().
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T

(xli) Por (xl), pela forma de 7’ ¢ pelo Teorema 3.2.2 temos: ™ = B2 .
T3

Além disso, pela forma de n’, (x/), (xli) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:

(lif) p(m™*)= p(n™ ) p(n)+ 1.

(xliii) Por (xxxvii) e (xli) temos que ™ = 7".

(xliv) Asssim, por (xlii) e (xliii), temos: p(t™*)= p(n™* M p(n* )+ 1.

Por (xxxviii) temos que p(nf)< p(n*). Logo, vale HI em =,. Portanto:

(lv) o1)> o(Ry") =344 P(RF)> p(UF*).

Assim, por (xxxviii), (xliv) e (xIv) temos: p(t*)> p(n’™*) =,,, o> o(n’).
T, T

A B

SubCaso 3.3: ' = %

%!

Note que AAB é FM em 7’, o’ é distinto de  apenas na subdrvore determinada por
A e pos,(A)> pos,(AAB). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(xlvi) AAB é F(0’).

N —

i
(xlvii) Por (xIvi), pela forma de ©’ e pelo Teorema 3.2.2 temos: n7= B .

T3
Também pela forma de n’, por (x/vii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(xlviii) p(m™*)= p(t™ ) p(nF)+ 1.

Além disso, fazendo agora em n” a mesma redugao (w, — ;) feita em w, temos:

)
T, U
&lix)y "= B —» B=xn" = =n".
(xlvii)
T3 U

Por (xxxviii) temos que p(n™) < p(r*).

()) Logo, vale em 1" a hipétese indutiva e: o(n”) > o(n™).

(li) Entao, por (xlix) e (/) temos: o(n”) > o(n™).

(lit) Assim, por (li) e pela Defini¢do 2.4.1 temos: p(n™*) > p(n™*).

Portanto, por (xxxviii), (xlviii) e (/i) temos: p(t*) > p(n™*) =,,, o(m) > o).
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SubCaso 3.4: ' = %

)
%!

A solugdo € anédloga ao Caso 1.4.

T
Aa
CASO 4: 1t é do tipo: 7= VX?‘X , onde VxAx é F()
Ty
T,
(liii) Pelo Teorema 3.2.2 temos: n"= Ar .
Ty

(liv) Pelo Teorema 3.2.9-(1) temos: p(n*)= p(m™)+ 1.

2

Temos aqui tantos subcasos quantas sio as possiveis formas de m’.
Ty,
SubCaso 4.1: i’ = Ar
U
(Iv) Por (liii) e pela forma de 7’ temos: ©° = 7".
Logo, por (liv) e (Iv) temos: p(nt*) > p(n’™*) =,,, o(m)> o).
na
Aa

VXAX
At

i,

SubCaso 4.2: w’ =

Note que VxAx é FM em ©’, 7’ € distinto de © apenas na subdrvore determinada por

Aa e pos,(Aa)> pos,(VxAx). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(vi) VxAx é K(T).

(Ivii) Por (lvi), pela forma de 7’ e pelo Teorema 3.2.2 temos: " =

Também pela forma de n’, por (Ivi) e pelo Teorema 3.2.9-(1) temos:
(viii) p(m™*)= p(m™*)+ 1.

Além disso, fazendo a mesma redugdo de m em 7" temos:
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Ty (751? )
(lix)y i°= At > At =xn" = .
i, Ty
Por (liv) temos que p(nt™)< p(n*).
(Ix) Logo, vale em ©” a hipdtese indutiva e: o(n”)> o(n™).
(Ixi) Entao, por (lix) e (Ix) temos: o(n™)> o(n™) =,,, p@™*)> p(n™*).
Portanto, por (liv), (Iviii) e (Ixi) temos: p(m*)> p(n'*) =,,4 o(n)> o(T’).
TTq
Aa

» _ VXAX
SubC 43: v’ =
u aso T At

)
i,

A solucdo € andloga ao Caso 1.4.
Com i1sso verificamos todos os casos para todas as formas possiveis para m e 7,

provando assim o teorema. ¢

O teorema seguinte estabelece o fato fundamental para provarmos que o(n)= Ip(m).
Ele estabelece que se reduzirmos m a ©’ através da redugdo da pior seqiiéncia, entdo o(r’) €
apenas uma unidade menor que o(m). A prova deste teorema estd contida na prova do
teorema anterior. O que temos que fazer € apenas verificar que nos casos especificos da
reducdo da pior seqiiéncia o(n) excede o(r’) em apenas uma unidade.

Optamos por apresentar demonstragdes separadas devido aos significados distintos
que estes dois resultados possuem dentro do nosso desenvolvimento. O teorema anterior
garante que o(m), que haviamos provado ser finito, ¢ de fato um ordinal natural, pois
diminui com as reducdes. Ji o teorema seguinte garante que o(m) € o menor ordinal natural

para C’, pois coincide com o comprimento de uma seqiiéncia de redugdo especifica para .

3.4.2 TEOREMA:
Se n° € obtido de m através de uma reducdo da pior seqiiéncia, entdo o(n)= o(n°)+ 1.
Ou seja: (1 B 1°) = o(n)= on°)+ 1.

PROVA:

Seja n* = n**. Provaremos por induc¢ido em p(n*).
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BASE: p(n*)=0 =; , ;.5 7€ normal.

Como n° ndo estd definido neste caso, o teorema ¢é valido por vacuidade.
PASSO:
HI: Para toda X, tal que p(X*) < p(*), temos que £ — 2° = oZ)= o)+ 1.

Queremos provar que o(r)= o(r°)+ 1.

Apresentaremos uma solucdo por casos, baseada na forma de F(r).

Ty
mo B
CASO 1: té do tipo: m= %, onde:
T3
(1) ASB é Fn);
(2) AoB nao é OM em .
Ty

(/) Pelo Teorema 3.2.2 temos: n"= B .
T3
(@1) Pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p(nt*)= p(n™* )+ p(n¥ )+ 1.
De acordo com a Definicdo 1.5.2, de FP(n), temos duas alternativas para =°,
conforme 7, seja normal ou ndo.
SubCaso 1.1: ; € normal
Se m, é normal, pela Defini¢do 1.5.2: FPA(m)= AoB. Logo:
Ty
@iyn°= B .
T3
(iv) Assim, por (i) e (iii) temos: ©° = 1t".
(v) Como m, é normal, pelo Teorema 3.1.11-(3), p(n¥)= 0.
(vi) Portanto, por (i) € (v): p(rt*)= p(m=*)+ 1.
(vii) Logo, por (vi) e (iv): p(m*)= p(n°*}+ 1.
Assim, por (vii) e pela Definicao 2.4.1: o(m)= o(n°)+ 1.
SubCaso 1.2: m; ndo € normal

Se m, ndo é normal, entdo, pela Definicdo 1.5.2, de pior seqiiéncia:

150



ny B
(viii) 7° = ATADB.
Ty

Note que AoB é FM em =n°, nt° € distinto de © apenas na subarvore determinada por
A e pos,(A)> pos,(A>B). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:
(ix) AoB é F(r°).
Por (viii), (ix) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:
(@) p(r®*)= p(n°™ ) p(rT*)+ 1.
Ty
(xi) Também por (viii), (ix) e pelo Teorema 3.2.2 temos: n°" = B .
T3
(xii) Por (i) e (xi) temos que 7°" = ".
(xiii) Asssim, por (x) e (xii) temos: p(n°*)= p(t™* ¢ p(rY* )1+ 1.
(xiv) Por (ii) temos que p(i)< p(m*).
Logo, vale em 7, a hipdtese indutiva. Entdo:
(v) oy )= o(m)+ 1.
(xvi) Assim, por (xv) e pela Defini¢ao 2.4.1 temos: p(ni¥)= p(mo* )+ 1.
(xvii) Portanto, por (i), (xiii) e (xvi) temos: p(n*)= p(m®*)+ 1.

Entao, por (xvii) e pela Definicdo 2.4.1: o(m)= o(n°)+ 1.

[A"
Ly
1 B )
CASO 2: mé do tipo: = % , onde:
T3

(1) AoB € F(n);
2) AoB é OM de .

Pela defini¢do de pior seqiiéncia temos, neste caso: FP(t)= ASB. Logo:
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(viilyn°= B
T3
Pela Definicdo 3.1.9, m,, obtida de © pela multiplicagdo-* de AoB, tem a forma:
T
[Al
Ty
B
A AoB
—B

T3

(xix) m, =

(xx) Pelo Teorema 3.3.4-(4), n* = m,*.

Note que AoB é FM em r,, e w, € distinto de 7 apenas nas subarvores determinadas
por A (A premissa menor de F(r) e nos As top-formulas de 7,) e, para todo A expresso em T,
pos(A)> pos,(AoB). Entdo, por sucessivas aplicacdes do Teorema 3.1.6 (uma para cada

ocorréncia A) temos:

(xxi) AoB € F(m,).
T

Chamemos 7, = [A] . Temos entdo, por (xviii), (xix) e (xxi), que:

Ty
Ty
B
(exii) T, = A#, onde AoB é F(n,); e
T3
Ty
(exiiil) m°= B .
T3

Note que m, € uma derivacdo na qual F(r) € uma FM nao multiplicativa. Portanto,

vale para ela os teoremas da Secdo 3.2.
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Ty
(xxiv) Por (xxii) e pelo Teorema 3.2.2 temos: 1y = B .
T3
(xxv) Por (xxii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p(n¥)= p(ma* )+ 1.
(xxvi) Por (xxiii) e (xxiv) temos que: ©° = Ty.
(xxvii) Logo, por (xxv) e (xxvi) temos: p(ntf)= p(m°* )+ 1.
(xxviii) Por (xx) e (xxvii) temos entao: p(m*)= p(n°*+ 1.

Entao, por (xxviii) e pela Defini¢do 2.4.1: o(n)= o(n°}+ 1.
Ty Ty

A B

CASO 3: mé do tipo: m= % ,onde AAB é F(n)

T3
Ty
(xxix) Pelo Teorema 3.2.2 temos: n°= B .
T3
(xxx) Pelo Teorema 3.2.9-(2) temos: p(n*)= p(n™* )+ p(n¥)+ 1.
Temos duas alternativas para n°, conforme 7, seja normal ou nao.
SubCaso 3.1: «, € normal
Se m, é normal, pela Defini¢do 1.5.2 temos: FP(n)= AAB. Logo:
Ty
xxi)ym®= B .
T3
(xxxii) Assim, por (xxix) e (xxxi) temos: 7° = 1.
(xxxiit) Como 7, € normal, pelo Teorema3.1.11-(3), p(ni)= 0.
(xxxiv) Portanto, por (xxx) e (xxxiii): p(n*)= p(n™*)+ 1.
(xxxv) Logo, por (xxxii) € (xxxiv): p(m*)= p(m®* )+ 1.
Assim, por (xxxv) e pela Definicdo 2.4.1: o(m)= o(n°H+ 1.
SubCaso 3.2: w; ndo € normal

Se m, ndo é normal, entdo, pela Definicao 1.5.2:
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n, T
A B
AAB
—5

T3

(oxxvi) m° =

Note que AAB é FM em =°, n° € distinto de  apenas na subdrvore determinada por
A e pos(A)> pos,(AAB). Entdo, pelo Teorema 3.1.6:

(exxvii) AAB é F(r°).

Por (xxxvi), (xxxvii) e pelo Teorema 3.2.9-(2) temos:

(oxxviii) p(r®*)= p(m°"*)+ p(m* )+ 1.
U

(xxxix) Também por (ooxvi), (xxxvii) e pelo Teorema 3.2.2 temos: n°" = B .
T3

(x) Por (xxix) e (xxxix) temos que 7°" = 7",

(xli) Assim, por (uxxviii) e (xI) temos: p(n°*)= p(t™ )+ p(n*)+ 1.

(xlii) Por (xxx) temos que p(nf)< p(m*).

Logo, vale em &, a hipdtese indutiva. Entdo:

(xliti) o(m, )= o(m+ 1.

(xliv) Assim, por (xliii) e pela Defini¢do 2.4.1 temos: p(n)= p(ny*+ 1.

(xlv) Portanto, por (xxx), (xli) e (xliv) temos: p(n*)= p(n°*++ 1.

Entao, por (xlv) e pela Definicao 2.4.1: o(m)= o(n°H+ 1.
T
Aa

CASO 4: 1 é do tipo: 7= %, onde VxAx é F(r)

T,

Pela Defini¢ao 1.5.2 temos, neste caso: FP(m)= VxAx. Logo:
Ty,
(xlviym® = Ar .
Ty
Ty
(xlvii) Pelo Teorema 3.2.2 temos: ©" = At .

P!

(xlviii) Pelo Teorema 3.2.9-(1) temos: p(n*)= p(n™* W+ 1.
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(xlix) Por (xIvi) e (xIvii) temos: n° = nt”.
(/) De (xlviii) e (xlix) temos: p(n*)= p(m°*)+ 1.
Entao, por (/) e pela Defini¢do 2.4.1: o(m)= o(n°H+ 1.

Para qualquer que seja ® ndo normal, © se enquadra em um dos 4 casos acima, e

portanto: o(n)= o(n°+ 1. &

Obteremos agora, como um coroldrio do teorema acima, a igualdade entre o(m) e

Ip(m) e, portanto, a finitude do comprimento da pior seqii€ncia para toda derivacdo m.

3.4.3 COROLARIO: Finitude do Comprimento Pior Seqiiéncia

A pior seqiiéncia de reducdo de toda derivagdo m termina (¢ finita) e seu
comprimento € idéntico a o(r) ([p(n)= o(m)).

PROVA:

Como, para toda derivacao m, pelo Corolario 2.4.2 o(n)< ®, se provarmos que para
todo m, Ip(m)= o(m), entdo teremos demonstrado que a pior seqiiéncia de reducido termina
para todo 7.

Provaremos por indug@o em o(m).

BASE: o(m)=1 =, , , p(@*)=0 =, ,, (5, ® € normal = Ip(n)= 1. Portanto, o(m)= Ip(r).
PASSO: o(n)> 1
HI: Para toda derivagido X: oZ)< o(m) = IpE)= o).

Quero provar que Ip(n)= o).

Seja °, obtida de © pela reducdo de FP(m).

(1) Pelo Teorema 3.4.2, o(n)= o(m°H+ 1.

Logo, o(n°)< o(m) e, portanto, vale para n° a hip6tese de inducao.

(i) Portanto, Ip(n°)= o(n®).

(Zif) Entao, por (i) e (ii), o(n)= Ip(n°)+ 1.

Mas n° € obtido de m por uma reducdao de FP(rn) e, por (ii), I[p(n°) € finito. Logo, é
claro, pela defini¢dao de pior seqiiéncia, que:

(iv) Ip(n)= Ip(n°y+ 1.

Assim, por (iii) e (iv), o(n)= Ip(r).
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Como o(n)< o, para toda derivacdo m (Coroldrio 2.4.2), entdo, Ip(n)< o, para toda

derivacdo 7. ¢

Como conseqiiéncia do Teorema 3.4.1, que prova que o(n) € de fato um ordinal
natural para as derivagdes em C’, obtemos de uma maneira bastante simples o Teorema de

Normalizag¢ao Forte para C’.

3.44 TEOREMA: Normalizacao Forte

Considere hA(n) o comprimento da drvore de redugdo de w. Para toda derivacdo ©

temos: A((n) < o(m)< ©.
PROVA: Indug¢ao em o(m).
BASE: o(n)=1

on)=1 = pn*)=0 = ménormal = h(n)= 1. Logo A(r) < o(m).

PASSO: o(m)> 1.
HI: o)< o(n) = hEZ) < o).

() Seja u= m=mn, > m,— m, —>... a mais comprida seqiiéncia de reducio para m.

(ii) E claro que h(rt)= ().

@@ii) Consideremos também w,= mw,— w, —... a seqiiéncia obtida de p
desconsiderando-se seu primeiro termo. E claro que p, é a mais comprida seqiiéncia de
reducdo para m, e:

@)h(my)= I(,).

Mas pelo Teorema 3.4.1, como © — 7, temos que:

) o(m)< o(m).

Logo, por (iii), vale HI em 7, e portanto:

(i) h(n,) < o(m,).

Assim, por (vi) e (iv) temos:

i) I(py) < o(my).

Como o(mt,)< o, por (iii) e (vii) é claro que ()< ® e portanto:

(viid) (W= )+ 1.

Portanto temos:

W) = 1) = M 1 < omt 1 < ot | = hm< o) < o. ¢
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Além de implicar em normalizacdo forte, como provamos que o(n)= Ip(), temos que

o(m) é o menor ordinal natural para C’.

3.4.5 TEOREMA: o(n)é o menor Ordinal N atural em C’

Para toda derivag@o m temos o(m)= h(m).
PROVA:

Pelo Teorema 3.4.3 temos que o(rn)= [p(n). Mas como Ip(n) é o comprimento de uma
seqiiéncia de reducdo especifica, entdo € claro que: o(n) < h(m).

Mas pelo Teorema 3.4.4 temos: o(rt) > h(r).

Portanto: o(n)= h(r).

Mais um resultado que € conseqiiéncia da finitude de /p(r) e do Teorema 1.5.4 € o
teorema da unicidade da forma normal, que provamos agora finalizando assim os resultados

desta tese relativos ao sistema C’.

3.4.6 TEOREMA: Church-Rosser - Unicidade da Forma N ormal

Todas as seqiiéncias de reducdo para cada derivagdo m terminam na mesma
derivagdo normal.
PROVA:

Seja u = n = n,—>n,—>..—~n, uma seqiiéncia de reduciao qualquer para .

Pelo Teorema 3.4.4 temos que n< o e m, é derivacdo normal.

P P . .

Para provar o teorema provaremos que m, = mw , onde m €, como definido em

1.5.3.1-(h), a dltima derivagdo da pior seqiiéncia de reducdo para 7.
P .. 2
Provar que m, = m garante a unicidade da forma normal porque uma vez que p é
e A . ~ P

uma seqiiéncia de reduc¢do qualquer, provando que m, = m estamos provando que toda
seqiiéncia de redugdo para w termina na mesma derivacdo que a pior seqiiéncia de reducdo
para m termina. Logo, todas as seqiiéncias de redug@o para m terminam na mesma derivagao
e, portanto, a forma normal para 7 € tnica.

Provaremos que mt, = 7t por inducio em ()= n.
BASE: l(n)=n=1

Neste caso:
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(m,=mn, =m.
Logo, m é normal e portanto
@) n" =m.
Assim, por (i) e (if) temos: 7T, = .
PASSO: [(w)=n> 1
Considere n,depeyw,=n, > ..~ 1.
E claro que I(u,)< I(n) e portanto vale HI para 7,. Entdo temos:
(i) T, = .
Mas como © — 7,, pelo Teorema 1.5.4 temos que existem j,k< o tais que:
(iv) 193 = ok,
Por (iv) e pela Observacgdo 1.5.3.1-(i) temos:
W@ =n; e @ =n";
Além disso, por (iv) e pela Observacgdo 1.5.3.1-(j) temos:
wi) (ng7) = ("),
Portanto:

_ P _ oj\P _ okyP _ _P
=7, =m’) = @) =71.e
iy 2wy 27w (v)

A prova do Teorema de Church-Rosser que apresentamos aqui em 3.4.6 ¢ uma
versdio da prova de Massi[1990], p. 106. No entanto, Massi ndo demonstra
incondicionalmente este resultado. Ele assume como hipétese a finitude do comprimento da
pior seqiiéncia de reducgdo [p(m) para toda derivacio m. Uma vez que demonstramos a
finitude de /p(n) no Teorema 3.4.3, retiramos a hipétese condicional da prova de Massi e

obtemos incondicionalmente o Teorema de Church-Rosser para C’.

Terminamos aqui esta primeira parte de nossa tese que apresentou os seguintes

resultados relativos ao sistema C’:

(1) Introduzimos o Ordinal Natural o(n) para as derivagdes de C’. Ou seja, definimos

a atribui¢do numérica univoca o(m) e provamos que, para toda derivagdo m:

+(@ oM< ;

o) ToOT = om> o).
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(2) Provamos que, para toda derivacdo m, o(r) coincide com o comprimento /p(r) de
uma seqiiéncia de redugdo especifica para m (a pior seqiiéncia de reducdo definida por
Massi[1990]. Ou seja:

¢ o(m)= Ip(m).

(3) Massi demonstrou que, considerando que m°® representa a (n+ 1)-€sima derivacao
da pior seqiiéncia aplicada a m, entdo:

TN = Jjhk< ©/ 1w =71k,

Como conseqiiéncia de (1), (2) e (3), considerando m uma derivacdo qualquer de C’,
obtivemos os seguintes resultados sobre o sistema C:

(4) Normalizacdo forte para C:

¢ h(n)< o.
(5) o(n) € o menor ordinal natural para w e, portanto, representa exatamente a altura
da 4rvore de redugdes para m:
s o(m)= h(m).
(6) A pior seqiiéncia de reducdo €, de fato, a mais longa seqiiéncia de redugdo para m:
+ Ip(m)= h(m).
(7) Church-Rosser em C

+ A forma normal de cada derivacdo de C’ € unica.

Podemos dizer que os itens (1) a (3) acima representam resultados técnicos cujo
objetivo foi viabilizar a obtenc¢do de (4) a (7), que representam os resultados importantes que
obtivemos para o sistema C’. No entanto, uma vez que o resultado (3) foi provado por
Massi, e que as provas de (4) a (7) foram obtidas trivialmente a partir dos itens (1) a (3), o

nosso grande esfor¢o aqui foi a obten¢do dos resultados (1) e (2).
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Capitulo IV

O Calculo Lambda Tipificado A~ e
A Nocdo de Formulas como Tipos



O célculo lambda livre de tipos foi inicialmente desenvolvido por Church[1932/3]
como uma teoria sobre fungoes como regras. Isto significa que no cdlculo lambda uma func¢ao
ndo € encarada como um conjunto de pares (argumento e valor), mas como um “processo”
que transforma o argumento no valor. Podemos dizer que a abordagem de funcdes como
conjuntos de pares, que € mais freqiientemente encontrada na matemadtica, ¢ uma
abordagem de cardter denotacional, que se interessa apenas pela referéncia das expressoes
matematicas. Abordar as funcdes como regras introduz um elemento novo a matematica: o
sentido das expressoes. As expressdes matemadticas na notagdo lambda, além de denotarem
um objeto matematico, passam a também ter interesse intrinseco, na medida em que
descrevem os processos de obten¢do de suas referéncias. Ainda que ndo se tenha obtido
sucesso em fundamentar toda a matemaética através do cdlculo lambda, sua abordagem das
fungdes como regras mostrou-se extremamente frutifera em muitos aspectos, sendo de
fundamental importancia para aplicacdes computacionais.

O célculo lambda tipificado foi criado como uma restri¢do ao cdlculo lambda livre de
tipos pelo acréscimo de certas regras de manipulagdo de tipos, que sdo aderidos as varidveis
e termos da teoria. O desenvolvimento do cdlculo lambda tipificado se deu, historicamente,
em conexdo com a teoria formal de funcionais 7, apresentada em Godel[1958] como uma
interpretacdo para a aritmética intuicionista de primeira ordem. No entanto, desde a década
de sessenta, o cdlculo lambda tipificado tem sido extensamente utilizado em diversas areas
da logica, édlgebra e ciéncia da computacgdo, que vao desde teoria da prova até o estudo de
semanticas para linguagens naturais.32

Algumas das aplicagdes do calculo lambda tipificado em teoria da prova sdo obtidas
através da nogdo de formulas como tipos, que relaciona diretamente derivagdes em deducgado
natural com termos em calculo lamba tipificado. Neste sentido, resultados de normalizagao
em sistemas de cdlculo lambda tipificado representam resultados de normalizacio nos
sistemas de deducdo natural a eles relacionados. Como para praticamente todas as
aplicagoes de calculo lambda tipificado os resultados de normalizacdo sdo extremamente
uteis, foram escritos vdrios artigos relacionados a questdes de normalizacdo para estes

sistemas. Como requisito para estudarmos aqui alguns destes artigos mais relacionados com

32
Para uma lista de referéncias a diversos tipos de aplica¢des de cdlculo lambda tipificado ver Statman[1979],

p.73.
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0 nosso trabalho, e também para produzirmos uma versdo de nosso resultado em notagdo
lambda, descreveremos brevemente, neste capitulo, as principais noc¢des de cédlculo lambda
tipificado e a relacdo deste com deducao natural, expressa na nogdo de formulas como tipos.

Vamos apresentar primeiramente a teoria A> de cdlculo lambda tipificado, que possui
uma quantidade enumerdvel de tipos basicos, uma tnica lei de formacao de tipos e duas leis
de formagdo de termos: a aplicagdo e a abstragdo. Quando discutirmos a no¢do de formulas
como tipos, ampliaremos um pouco este universo para um sistema mais complexo. No
entanto, o sistema que mais nos interessa é A>.

Os resultados e definigdes deste capitulo ndo sdo inéditos e foram obtidos, em sua
maioria, adaptando para as restricdoes de tipos os resultados e defini¢cdes apresentados em
Barendregt[1990]. Também utilizamos, principalmente para as questdes relacionadas a
no¢do de férmulas como tipos, Howard[1980], Girard, Lafont & Taylor[1989] e
Troelstra & Schwichtenberg[1996].

Este capitulo esta dividido em 5 secdes. Na primeira apresentamos o conjunto A= dos
termos de A~ e algumas outras definicdes fundamentais. Na segunda secdo tratamos das
questdes relativas a substituicdo de varidveis e apresentamos a conven¢dao de nomes que
estamos adotando. Na terceira se¢do apresentamos a no¢ao de redugdo e todos os conceitos
a ela relacionados, juntamente com os resultados mais basicos envolvendo estas nog¢des. Na
quarta secdo introduzimos o conceito de estratégia de reducdo e definimos a estratégia
perpétua, que serd extremamente Util em nossos desenvolvimentos futuros. Na quinta e
ultima secdo discutimos a nog@o de formulas como tipos.

Cabe ressaltar que a padronizacdo de notacdo que adotamos em nossas definicdes

visa facilitar a explicitacdo da nocdo de férmulas como tipos.

§1 Tipos e Termos

Apresentaremos nesta secdo as definicdes e notagdes mais bdsicas que utilizaremos

na descri¢ao de A>.
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4.1.1 DEFINICAO: Tipo
O conjunto Typ de tipos é definido indutivamente por:
(@) 0y, 0,, ... € Typ;
(A,BeTy = A>Be Typ.

4.1.1.1 OBSERVACOES
(@) 0,, 0,, ... 20 0s tipos bdsicos de \>.
(b) Na literatura, o tipo combinado A>B também é denotado como (A)B.
(c) Para nos referirmos aos tipos em geral, utilizaremos as letras latinas maiasculas

iniciais (A, B, C, D, ...) possivelmente com subindices.

4.1.2 DEFINICAO: O Alfabeto de A°

Cada termo de A> é uma palavra sobre o seguinte alfabeto:
(i) Uma lista enumeravel de varidveis sintaticas v,' v, v5, ... para cada A € Typ;

(i) Os simbolos auxiliares “A”, “(" e ).

4.1.3 DEFINICAO: Os Termos de A>
O conjunto dos termos de A> para cada tipo A (denotado por A,) ¢é definido
indutivamente como segue:
(Hvd e Ay, (paratodoi € m);
QM e Apg e Ne Ay, = (MN) € Ag;
B3)M e A; e x € A, é uma varidvel sintatica = (Ax.M) € A ;.
O conjunto de todos os A-termos tipificados (denotado por A”) é definido como:
A = U{A,/ A € Typ}.

4.1.3.1 OBSERVACOES:

(@) A regra (2) acima € chamada de aplicacdo, pois € comumente interpretada como
aplicacdo da funcdo M ao argumento N.

(b) A regra (3) € chamada de abstracdo, pois normalmente interpreta-se a notacao

Ax.M como uma maneira de encarar o termo M como sendo uma fung¢do de x. Ou seja, a
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expressdao de calculo que M denota, que possivelmente contém a variavel x, é interpretada

como uma fung¢ao de x.

4.1.4 NOTACOES:

(@) x*, y*, Z*,... com ou sem subindices, denotam as varidveis sintéticas de A>.

() M*,N* L%, ... com ou sem subindices denotam termos arbitrarios do tipo A.

(¢) Sempre que for possivel fazé-lo sem confusio, omitiremos os superindices
indicadores de tipo das varidveis e termos.

(d) Os parénteses mais externos serdo omitidos.

(e) O simbolo “=” denota identidade sintatica entre termos.

() Seja x = x, ..., x,. Entdo: Ax; ... x,.M = Ax.M = Ax;.(hx,.(...(Ax,.M)..))).

(@ N;N,..N_ = (..((N,N,N,)...N,).

4.1.5 DEFINICAO: Variavel livre e ligada
Uma varidvel x ocorre livire em M € A se M possui uma ocorréncia de x que nao
estd no escopo de nenhum Ax. Se uma ocorréncia de x em M estd no escopo de algum Ax,

entdo x ocorre ligada em M.

4.1.5.1 OBSERVACAO
Uma varidvel x pode ocorrer livre e ligada em um termo M. Por exemplo, em
(WA XM=2MA, a primeira ocorréncia de x € ligada e a segunda € livre. Mais adiante

adotaremos uma convenc¢ao que proibird este fato.

4.1.6 DEFINICAO: Conjunto das Variaveis Livres (FV) e das Variaveis Ligadas (BV)
(1) O conjunto das varidveis livres em M € A> (denotado por FV(M)) é definido
indutivamente como segue:
O FV) = {x};
@) FV (M) = FV(M) - {x};
@) FV(MN) = FV(M) U FV(N).
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(2) O conjunto das varidveis ligadas em M € A> (denotado por BV(M)) é definido
indutivamente como segue:
(@) BV(x) = <
(ii) BV \x.M) = {BV(M) Ul - se xe FV(M)
BV(M) - sex ¢ FV(M),
(iii) BV(MN) = BV(M) U BV(N).

4.1.6.1 NOTACOES:
(@) M é fechado se FV(M)= .
(b) Ad={MeA,/ M ¢ fechado}.
() Ayx)={MeA,/ FV(M)c{x}}.
(d) O fecho de Me A> é Ax.M tal que {x}= FV(M).

4.1.7 DEFINICAO: Subtermo (Nc M)

N € um subtermo de M (denotamos: N < M) se NeSub(M), onde Sub de M € definido
indutivamente por:

(1) Sub()= {x};

(2) Sub( x.M,)= Sub(M,) U {)x.M,};

(3) Sub(M,M,)= Sub(M,) LU Sub(M,) U {M,;M,}.

4.1.7.1 NOTACOES:

(@ Um subtermo pode ocorrer mais de uma vez em um termo. Por exemplo, em
(MAAMAANAY existem duas ocorréncias do subtermo M.

() Sejam N, e N, ocorréncias de subtermos de M. Dizemos que N, e N, sdo
ocorréncias disjuntas se N, e N, ndo possuem simbolos comuns. Por exemplo, em M(MN), a
primeira ocorréncia de M e MN sdo ocorréncias disjuntas, mas a segunda ocorréncia de M e
MN nao sdo.

(c) Muitas vezes, por abuso de linguagem, usaremos apenas subtermo no lugar de
ocorréncia de subtermo.

(d) Dizemos que N € um subtermo proprio de M, e denotamos por N < M, quando
NcMeN=£M.
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§2 Convencao de Variaveis e Substituicao

Temos que ter, com as varidveis ligadas em A>, cuidados semelhantes aos que temos
no cdlculo de predicados. Ou seja, ndo podemos permitir substitui¢cdes que tornem livres
varidveis que eram ligadas e vice-versa. Seguindo os passos de Barendregt[1990],
adotaremos as seguintes medidas para lidarmos com esta restricdo da maneira mais
econOmica possivel:

(1) Consideraremos idénticos dois termos quaisquer que possam ser transformados
um no outro apenas renomeando suas varidveis ligadas, criando assim classes de
equivaléncia modulo varidveis ligadas.

(2) Cada A>-termo serd uma testemunha destas classes de equivaléncia.

(3) Interpretaremos substituicoes M[x/ N] (a operacdo de substituir cada ocorréncia
livre da varidavel x em M pelo termo N) como uma operac¢ao nas classes de equivaléncia
modulo varidveis ligadas de M e N.

(4) Adotaremos uma convenc¢ao para os nomes das variaveis livres e ligadas que, sem
perda de generalidade, nos permite definir substituicdes sem a necessidade de explicitar

quaisquer restrigoes.

4.2.1 DEFINICAO: Troca de Varidveis Ligadas e o-Congruéncia

(@) Uma troca de variaveis ligadas em M é uma troca de um subtermo de M da forma
Xx* N por 2y*.(N[x/ y]), onde y ndo ocorre em N.

(b) M é a-congruente com N (notacdo: M =, N) se N é obtido de M por uma série de

troca de varidveis ligadas.

42.1.1 EXEMPLOS:
(@) Ax.xy =q Az.zy F Ay.yy -
(b) (hx.x)x =5 (Ay.y)x =, Ay y)z =4 Ay.y)y .

4.2.2 CONVENCOES:
(a) Consideraremos idénticos termos que sdo a-congruentes. Ou seja, se M =, N,

diremos simplesmente que M = N.
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(b) (Convengdo de Varidveis) Se os termos M,,..., M, ocorrem em um certo

contexto matematico (uma prova, uma definicdo,...), entdo, em todos estes termos, as suas

variaveis livres sdo diferentes das suas varidveis ligadas.

4.2.3 DEFINICAO: Substituicio

O resultado da substituicdo das ocorréncias livres de x* em M por NeA* (denotado
por M[x/ N]) é definido indutivamente por:

(1) x[x/ N] = N;

2)yx/N]l=y, sex#y;

(3) Ay.MIx/ N] = Ly.(M,[x/ N]);

@) M;M,)[x/ N1 = (M, [x/ ND(M,[x/ NJ).

4.2.3.1 OBSERVACOES:

(@) Quando escrevemos M[x/ N] estamos assumindo tacitamente que x ¢ N tém o
mesmo tipo.

(b) Note que a restricao esperada para a clausula (3) da definicdo acima (y # x e y
nao ocorre livre em N), que proibiria a possibilidade de transformacio de varidveis livres em
ligadas, ndo precisa ser feita. Como estamos adotando a Convenc¢do 4.2.2-(b), as variaveis
livres sao sempre distintas das ligadas e, portanto, € claro que x #y e que y ndo ocorre livre

33
em N.

4.2.4 LEMA: da Substituicao
Se y# x e xndo ocorre livre em L, entao:
M[x/ N][y/ L] = M[y/ L][x/ N[y/ L]].
PROVA: Indug¢io na complexidade de M.
E imediato, pela defini¢do acima que, como x ¢ FV(L), entdo:
() Lx/ P]=L.

33
A adogdo da convencdo de varidveis nos permite, sem perda de generalidade, trabalhar em A~ sem

preocupagdo com as restricdes tradicionais em substituicoes. Barendregt[1990] apresenta uma prova formal

deste resultado para célculo-A livre de tipos que pode ser estendida para A,
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BASE: M € varidvel.

Caso 1: M =x
ML/ NJ[y/ L] = x[x/ N/ L]
aoan D/ L
42—3(1))6 [x/ N[y/ L]
o520 LI NI LT = My Lt/ NDy/ L]
Caso2: M=y

M/ N1/ L] = y[x/ N][y/ L]

= /L] o hipét
423(2 yly ~(pois y #x por hipétese)

423(1)
3) L{x/ N[y/L]] ~pois x ¢ FV(L) por hipétese)
= y[y/ L]Ix/ N[y/ L]] = M[y/ L][x/ N[y/ L]].

4.2.3(1)

Caso3: M=z#x,y
ML/ N][y/ L] = z[/ N][y/ L]
= Z[)’

423 3(2)

4. 2_3(2)

= z[x/ N[y/ L]

423(2)
e z[y/ L][x/ N[y/ L] = M[y/ L][x/ N[y/ L]]
PASSO:
Caso 1: M =Az.M,
M[x/ N][y/ L1 = (Az.M,)[x/ N][y/ L]
Az.(M,[x/ N][y/ L])
Az.(M,[y/ L][x/ N[y/ L]])

Oz.M,)[ L1Iv/ N[/ LT] = M/ L1/ N[/ L11.

423(3)
Caso 2: M = M, M,
M@/ N1/ L] = (M,M,)[x/ N[/ L]
o (VLIx/ NI/ LDV L/ NIDy/ L)
(M [y L1/ N[y LIDM, 0/ L1/ N[/ L]
(M,M,)[y/ LI/ N[y/ LT = M[y/ L] x/N[y/ 1.e

42303)

T
=1

4.2.3(4)
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§3 Reducoes

Apresentamos nesta se¢do a definicdo de redug@o-f3, que terd papel fundamental em
todo o nosso desenvolvimento. Juntamente, apresentamos vdrias outras nog¢des derivadas
desta, como estratégia de reducdo e forma normal, além de convencdes de notacdo, como os
contextos, g, que nos permitem trabalhar melhor com as redugdes. Vdrios resultados

bésicos envolvendo reducdes e estes conceitos relacionados também serdo apresentados.

4.3.1 DEFINICAO: reducio-p (—)

Definimos a reducdo-ff de um termo M a um termo M’ (notagdo: M — M’) por
inducdo na complexidade de M da seguinte forma:

1) (x.P)Q - P/ QJ;

2)N > N = ZN — ZN’, para um termo Z qualquer;

BN —>N" = NZ—> NZ, paraum termo Z qualquer;

4N-—->N = N> x.N.

4.3.1.1 OBSERVACOES:

(a) Note que se M — M’, a diferenca entre M e M’ é que M possui uma ocorréncia de
subtermo A = (Ax.P)Q, chamado redex, que em M’ é da forma A’ = P[x/ Q], chamado
contractum. Assim, a notagdo M —, M’ € utilizada para identificar explicitamente qual o
redex de M que foi substituido por seu contractum na reducdo M — M’.

(b) Considere o redex A — M tal que A = Ax.P)Q. Se x € FV(P), dizemos que A é um
I-redex. Quando x ¢ FV(P), A é chamado K-redex.

(¢) Sempre que nos referirmos a uma ocorréncia de subtermo pelo nome A
(possivelmente com subindices), estaremos nos referindo a um redex.

(d) Se M é tal que ndo existe A < M, entdo dizemos que M esta na forma normal, ou
M ¢é normal.

(e) Uma segiiéncia de redugdo é uma seqiiéncia do tipo: M =M, =, M, =, M, —>,.....

(f) A coleg¢do de todas as seqiiéncias de redu¢@o iniciadas em M = M, forma uma
arvore chamada drvore de redugdo para M. Cada ramo desta arvore identifica uma seqiiéncia

de redugao especifica para M.

171



(¢) Chamaremos de altura da arvore de reduc¢ao para um termo M, e denotaremos
por A(M), ao nimero de termos do mais comprido ramo da arvore de reducdo de M. Note
que h(M) representa o comprimento da seqiiéncia de reducdo mais longa para M.

(h) Um termo M ¢é fortemente normalizdvel se sua arvore de redugdo € finita, ou, em

outras palavras, se todas as seqiiéncias de reducdo para M sio finitas.

4.3.2 DEFINICAO: (—»)
O fecho transitivo de “—”, denotado por “—»”, é definido indutivamente como:
MOM—->N = M-—>N;
QM —>»>Ne N—»>P = M—>»P.

4.3.2.1 OBSERVACOES:
(@) O fecho transitivo e reflexivo de “—”, denotado por “—»g”, € definido pelo
acréscimo do seguinte item aos Itens (1) e (2) acima: (3) M —»z M.

(b) Se M —»,; M’, entdo € claro que existe uma seqiiéncia de reducdo finita tal que:
M=M, >, M, =,, ... >, M, =M’, para0<n< o.

A seguir apresentamos dois resultados basicos envolvendo as no¢des ja introduzidas.

4.3.3 LEMA:
@N—>N = ZN —» ZN’.
BbGYN —>»> N = NZ —» NZ.
@©N-—>N = 2x.N—> Ax.N".
PROVA: Indugio na definigdo de “—»”
BASE: N —» N’ porque N—N’
Como N — N’, pela Definicdo 4.3.1 temos:
@ZN—>2ZN’ , NZ—>NZ e MxN - x.N.
Mas por (i) e pela Defini¢ao 4.3.2-(1) temos:
ZN —» ZN’ , NZ —>» NZe dx.N —>» Ax.N’.
PASSO: N —» N’porqueN—»P ¢ P—» N’
H.I.: O resultado se aplica paraN —-» P e¢ P —» N’.
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Por HI temos:

(@) ZN —>» ZP , NZ —» PZ ¢ Mx.N —> \x.P.

(i) ZP —>» ZN’ , PZ - N'Z ¢ Ax.P —> Ax.N’.
Assim, por (i), (iii) e pela Definicdo 4.3.2-(2) temos:
IN —» ZN , NZ » NZe AMxN—>»AxN. ¢

434 LEMA:
Se xeFV (M) entao:
(@ (N —> N) = (M[x/ N] = M[x/ N’]).
®G)M > M) = (M[x/ N] - M’[x/ N]).
PROVA:
Item (a): Indugdo na complexidade de M
BASE: M=y (M é varidvel)
Caso l: y#x
Note que o teorema nao se aplica neste caso, pois y # x = x¢FV (y).
Caso 2:y=x
Neste caso, pela Defini¢do 4.2.3 temos: M[x/ N]=N e M[x/N’]=N’.
Logo, como N — N’, pela Defini¢do 4.3.2 temos N —» N’ e portanto:
M[x/ N] — M[x/ N].
PASSO:
Caso I: M=PQ
Entao, pela Definicao 4.2.3-(4) temos:
() M/ N] = (PQ)[x/ N] = P[x/ N]Q[x/ N].
@) MIx/ N’ = (PQ)[x/ Nl = P/ N’JQ[x/ N].
(¢it) Mas por HI: (a) P[x/ N] > P[x/ N],
() Qx/ N] > Q[x/ N’].
Entao, por (iiia) e pelo Lema 4.3.3-(2) temos:
(@v) Plx/ N1Q[x/ N1 = P[x/ N’JQ[x/ N].
Analogamente, por (iiib) e pelo Lema 4.3.3-(1) temos:
(v) P/ N'JQ[x/ N] = Plx/ N’1Q[x/ N°].
Logo, por (iv), (v) e pela Definicdo 4.3.2-(2) temos:
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Plx/ NJQ[x/ N] = P[x/ N']Q[x/ N’] (i):e>(ii) M[x/ N] = M[x/ N].

Caso 2: M=2y.P

Pela Definicao 4.2.3-(3) temos:
(vi) M[x/ N] = (Ly.P)[x/ N] = Ly.(P[x/ NJ).
i) M[x/ N’ = (Ly.P)[x/ N°] = Ly.(P[x/ N°)).

(viii) Mas por HI: P[x/ N] — P[x/ N’].

Por (viii) e pelo Lema 4.3.3-(3) temos:

(ix) Ay.(Plx/ N]) = Ay.(P[x/ N')).

Logo, por (vi), (vii) e (ix) temos:
M[x/ N] = M[x/ N’]. 0

Item (b): Inducdo na complexidade de M
BASE: M = y (varidvel)
Neste caso M estd na forma normal, logo o resultado € valido por vacuidade.
PASSO:
Caso 1: M=PQ
Temos aqui trés subcasos possiveis para definir a forma de M.
(HOM’=P’Q ,onde P —> P,
)M’ =PQ’, onde Q - Q’,
B)P=Ary.P,,M=(y.P)Q e M’ =P,[y/Q].
SubCaso 1.1: M’=P°Q ,onde P > P’
Entao, pela Definicao 4.3.2-(4) e pela hipétese do caso temos:
() M[x/ N]= (PQ)[x/ N] = P[x/ N]Q[x/ N].
@) M’[x/ N] = (P’Q)Ix/ N] = P’[x/ N]JQ[x/ N].
(¢if) Mas como P — P’, por HI temos: P[x/ N] = P’[x/ N].

Entéao, por (iii) e pelo Lema 4.3.3-(2) temos:

(@v) Plx/ N1Q[x/ N] = P’[x/ N]Q[x/ N].

Logo, por (i), (ii) e (iv) temos: M[x/ N] = M’[x/ N].
SubCaso 1.2: M’=PQ’ ,onde Q > Q’

O resultado segue andlogo ao caso anterior, utilizando o Lema 4.3.3-(1).
SubCaso 1.3: P =Ay.P,,M=(Ay.P)Q ¢ M’=P,[y/ Q]
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Temos neste caso que:
) (Ay.P)Q)[x/ N] = (Ay.P,[x/ NDQ[x/ N] 4.37(1) P,[x/ N1/ Q[x/ N1J.

(vi) P,/ NI/ QL/NTI =, Pyly/ QIlv/ NI,

(vii) Entao, por (v) e (vi) temos: (Ay.P,)Q)[x/ N] — P,[y/ Q][x/ N].
Portanto, por (vii) e pela Definicdao 4.3.2-(1) temos:
M[x/ N] = (Ay.P)Q)Ix/ N] — P,[y/ Q][x/ N] = M’[x/ N].
Caso 2: M=2iy.P
Pela Defini¢ao 4.2.3-(3) temos:
(viii) M[x/ N1 = (Ay.P)[x/ N] = Ly.(P[x/ NJ).
(ix) M’[x/ N1 = (Ly.P)[x/ N1 = Ly.(P’[x/ N)).
(x) Mas por HI: P[x/ N] —» P’[x/ N].
Entao, por (x) e pelo Lema 4.3.3-(3) temos:
(xi) Ay.(P[x/ N]) = Ay.(P’[x/ N]).
Logo, por (viii), (ix) e (xi) temos: M[x/ N] = M[x/ N’].

A definicdo que apresentamos a seguir é uma Otima ferramenta para explicitar uma
ocorréncia de subtermo especifica. Ela serd particularmente util no estudo das alteracdes
que as redugdes provocam nos termos. Podemos relacioné-la com a nocdo de subarvore em

deducdo natural.

4.3.5 DEFINICAO: Contexto, ; - (C[1)°

Para cada A, B € Typ, um contexto, g (denotado por (C[ 10?) é uma estrutura do tipo
B que contém um “espago vazio” que, se preenchido por um termo do tipo A, produz um
termo do tipo B. Mais formalmente temos:

(1) ([ T)* é um contexto, .

2) Se (C,[ 10°°° é um contexto, p_c € MeA®, entdo (C,[ 1)M)° é um contexto, c.

(3) Se (C,[ 1,)° é um contexto, g € MeA®*, entdo (M(C,[ 1) é um contexto, c.

B-C .

(4) Se (C,[ 1,)° é um contexto, ¢ e X*c A®, entdo (Lx.C,[ 1> é um contexto, g_c.
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4.3.5.1 OBSERVACOES:

(a) Note que um contexto, g difere de um termo do tipo B apenas por possuir o
simbolo “[ ],” (um “buraco” do tipo A) no lugar de um subtermo do tipo A.

(b) Esta definicdo, difere da definicdo de Barendregt[1990], ndo apenas no que diz
respeito aos tipos, mas também a quantidade de “buracos” em um contexto. Barendregt
define contextos como estruturas contendo varios “buracos”. A nossa definicdo permite
apenas um “buraco”.

(¢) Quando for possivel fazé-lo sem provocar confusio, omitiremos as indicacdes de

tipos de um contexto, g. Por exemplo, o “contexto, 5 (C[ N

podera ser referido apenas
como “contexto (C[ ])”.

(d) Os parénteses externos de um contexto também serdo omitidos sempre que
possivel fazé-lo sem confusao.

(e) Seja C[ ] um contexto da forma: C[ ]= C,[ |M, e seja A < M. Se M —, M’, entdo
C,[ IM’, pela Defini¢ao 4.3.5-(3), também é um contexto, que denotaremos por C’[ ]. Por
abuso de linguagem utilizaremos a nota¢do C[ ] -, C’[ ] para denotar que o resultado da

34
redu¢do de A em um subtermo de C[ ] também € um contexto.

4.3.6 DEFINICAO: C[M]
Se (C[ 1o)° é um contexto, g € MeA*, entdo C[M] denota o resultado da substituicio

literal do “buraco” [ ], de (C[ 1,)° por M.
43.6.1 OBSERVACAO:
Note que nesta substituicdo pode ocorrer que variaveis livres de M se tornem ligadas

em C[M]. Esta € a principal caracteristica dos contextos.

O lema seguinte demonstra que se C[ | € um contexto, entdo C[M] é um termo.

34
Nem sempre, em um contexto, a substituicdo de um redex pelo seu contractum resulta em um contexto.

Este caso pode ocorrer quando o simbolo [], ocorre no redex que reduziremos. No exemplo:

Cl = ((Ax.(y.x)0)Dz = (Ay.[D)z, temos que ((Ay.[D[)z ndo é um contexto, pois possui dois “buracos”.
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4.3.7 LEMA:
Se (C[ 1,)° é um contexto, 5 e NeA*, entdo C[N]eA®
PROVA: Queremos provar que C[N] é um termo do tipo B, o que serd feito por inducdo na
complexidade (comprimento) de C[ ].
BASE: (C[1)° = ([ 1»)°
(i) Neste caso, pela Defini¢ao 4.3.5-(1) temos A = B.
Pela Defini¢do 4.3.6, C[N]=N e A* = A®. Logo, C[NJeA®.
PASSO:
Caso 1: (C[1)° = (Cy[ )M )°

(if) Pela Definicdo 4.3.5-(2) temos: (C,[ 1)°° é um contexto, ¢ € MeAC.

Pela Hipdtese do caso e por (ii) € claro que:

(iii) (CIN1L)® = (C4INJ)*>"M°)°.

(iv) Mas por HI e (i) temos que (C,[N],)*®eA%5.

Logo, por (i) (iii) e (iv) temos: (C[N],)?A®.
Caso 2: (C[1,)° = MC,[ 1,°

Andlogo ao caso anterior utilizando a Defini¢ao 4.3.5-(3).
Caso 3: (C[1)° = (x.Cy[ 1)

Andlogo ao Caso 1 utilizando a Defini¢ao 4.3.5-(4). ¢

4.3.8 OBSERVACOES:

(@ O Lema 4.3.7, juntamente com as Defini¢oes 4.3.5 e 4.3.6 viabilizam uma
notacdo poderosa para tornarmos explicitas quaisquer ocorréncias de subtermo. Podemos
tornar explicita, por exemplo, uma certa ocorréncia do subtermo NcM através da notagao
M = C|[N]. Neste caso, esta implicita na notagdo M = C[N] a posi¢do de N em M.

(b) No caso particular das redugdes, ses M —, M’ tal que A = (Ax.P)Q, podemos
explicitar a contracao de A através da notagdo: M = C[(Ax.P)Q] — C[P[x/ Q]] = M".

No lema seguinte demonstramos formalmente este importante resultado descrito no

item (b) da observacdo acima, que relaciona a no¢ao de contextos com reducao.

177



4.3.9 LEMA:
N —>, N = C[N]—, C[N
PROVA: Indugio na complexidade de C[ ]
BASE: C[ =[]
Neste caso, C[N]=N, C[N’]=N’, e portanto o resultado é trivial.
PASSO:
Caso I: C[1=C,[ M
(?) Por HI temos que: C,[N] —, C,[N’].

Logo, por (i) e pela Defini¢ao 4.3.1-(2) temos:
C[N] = C,INJM —, C,[N’]M = C[N’]
Caso 2: C[ 1= MC;[ ]
Analogo ao caso anterior aplicando a Definicao 4.3.1-(1).
Caso 3: C[ 1= 2x.Cy[ ]

Andlogo ao caso anterior aplicando a Defini¢ao 4.3.1-(3). ¢

4.3.9.1 COROLARIO:
N - N = C[N]— CI[N].
PROVA:

Imediata usando os Lemas 4.3.3 e 4.3.9. ¢

§4 A Estratégia Perpétua

Nesta secdo definimos o conceito de estratégia de reducdo e apresentamos uma
estratégia especifica, a estratégia perpétua, primeiramente definida em Barendregt[1990]
para cdlculo lambda livre de tipos. Esta estratégia, no caso de A>, terd 0 mesmo papel que a

pior seqiiéncia de redug@o tem para o caso do sistema de deducdo natural C’.
4.4.1 DEFINICAO: Estratégia de Reduciio (F)
(1) A func¢do F: A> — A> € uma estratégia de redugdo se:

VMeA>, M -, M),
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(2) Uma estratégia F é uma estratégia-R1 (ou one-step) se:

VMeA~ que ndo é normal: M — F(M);

44.1.1 NOTACOES:
(@) Se F é uma estratégia de reduc¢ao denotamos:
(1) FP(M) = M;
2) FP (M) = K (M).

(b) Se F é uma estratégia-R1, denotamos o redex de M reduzido em M — F(M) por Ag.

4.4.2 DEFINICAO: F-path
Se F é uma estratégia de redugdo, o F-path de um termo M € a seguinte seqiiéncia:

M, FM), FF(M), M), ....

44.2.1 OBSERVACAO:

Quando F é uma estratégia-R1, o F-path para M representa a seguinte seqiiéncia de

reducdo obtida a partir de M: M =My =51, M; =45 M, 43¢ ...

4.4.3 DEFIN ICAO: Comprimento do F-path (LAM))

Seja F uma estratégia de reducdo. O comprimento do F-path de M, denotado por
LAM), é un[F*(M) é normal] (0 menor n tal que F*(M) é normal). Além disso, L{M)= o se o
F-path de M for infinito.

443.1 OBSERVACAO:
Quando F é uma estratégia-R1, L{M) representa o comprimento da seqiiéncia de

redugﬁo M = MO _)AlF Ml _)AZF M2 _)A3F cee o

4.4.4 DEFINICAO: Left-Most Redex

(1) Seja A — M. A primeira ocorréncia do simbolo A em A é chamada de o 4 de A.

(2) Seja A, e A, M. Dizemos que A, estd a esquerda de A,em M se 0 A de A, estd a
esquerda do A de A, em M.

(3) A < M é o leftmost redex de M se A estd a esquerda de todos os outros redex de M.
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44.4.1 OBSERVACOES:

(@ Em M = Aa.(Ab.(Ac.o)b)d((he.N)a), por exemplo, temos 3 redex: A, = (Ac.o)b,
A, = (he.N)a e A, = (Ab.(Ac.ob)d((he.N)a). Pela definicdo acima, A, € o left-most redex de M,
pois seu A estd a esquerda dos As de A, e A,.

() Se Ay, A, cM e A, c A, entdo € claro que A, esta a esquerda de A, em M. Isso
porque, como A, é redex, ele tem a seguinte forma: A, = (Ax.P)Q. Mas pela forma de A,, se
A, c A,, entdo ou A, c P ou A, c Q. Em ambos os casos € claro que o A de A, estd a

esquerda do A de A,.

(c) Denotamos por M o termo obtido pela reducio do left-most redex de M.

4.4.5 DEFINICAO: A Estratégia Perpétua F_,

Seja M um termo normal ou com a forma M = C[A] € A” tal que A = Ax.P)Q é o

left-most redex de M. Definimos entao F, (M) como:

M , se M for normal
F (M)= CIP[x/Q]] , se A for um Iredex
Se M néo for normal CI[P]
Se A for um K-rede

, se Q for normal

Cl(x.P)F Q)] , se Qnao for normal

4.4.5.1 OBSERVACOES:

(a) Utilizaremos muitas vezes as abreviagdes: F (M)=M° e F,(M)= M°*

(b) E ficil ver que F,, é uma estratégia-R1, e portanto utilizaremos a notacio M £ M°.

(c) Note que o F_-path para o termo M (M = M°°, M°*, M°?,... M°",..) corresponde a
uma seqiiéncia de reducdo M = M°® B M°* B M2 B M°* B "que chamaremos de pior
seqiiéncia de reducdo para o termo M, cujo comprimento é Lg (M). Dessa forma podemos
utilizar a seguinte notagdo: M B>, M°* (para todo 0 <k < Ly (M)).

(d) Como, para cada termo ndo normal M, a estratégia perpétua associa um e apenas

um termo M°, € claro que para cada termo M a pior seqiiéncia € tnica.
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(e) E imediato, pela unicidade da pior seqiiéncia que: (M°®)°™ = M°™® Ou seja, o
(m+ 1)<€simo termo da pior seqiiéncia para M°® é exatamente o (n+ m+ 1)-€simo termo da
pior seqiiéncia para M.

() Quando Lg (M)< o, denotaremos o tltimo termo da pior seqiiéncia de redugio
para M por M".

(g) Para m< Lg (M) € claro que (M°™® = M?, pois a pior seqiiéncia é tinica e M°"
pertence a pior seqiiéncia de M.

(h) Também pela unicidade da pior seqiiéncia de reducao € claro que:

M=N = M =N".

(/) A Definicdo 4.4.5 captura a mesma idéia que a definicdo de Massi da pior
seqiiéncia de redugdo: nenhum caminho curto é feito quando um mais longo é possivel.
Seguindo a estratégia perpétua, ndo € possivel que uma reducdo qualquer elimine algum
redex, nem que se reduza um redex quando for possivel multiplicd-lo através de uma outra
reducdo.

(/) No Capitulo VI, quando desenvolveremos o nosso resultado para A>, provaremos
que: (1)) VM LpM< ©) e @) (M > M) = (L M)< Lg (M’). Ou seja, provaremos que

Lg, (M) é o menor ordinal natural para A°.

§5 A Nocao de Formulas Como Tipos

Quem primeiro apresentou de uma maneira completa e batizou a nogdo de formulas
como tipos foi Howard[l980]35. No entanto, as primeiras referéncias a esta nocdo sio
encontradas nos trabalhos de Curry. Mais precisamente em Curry & Feys[1958], se¢des
OE-F, esta nocdo ¢ apresentada para uma ldgica intuicionista implicativa. Segundo
Troelstra & Schwichtenberg[1996], referéncias mais antigas ainda, e também menos
desenvolvidas, sio encontradas em Curry[1942], p.60, nota 28 e em Curry[1934], p.588.

Uma abordagem independente a de Howard foi apresentada em Girard[1971].36

35
Texto que circulava informalmente desde 1969.

36
A nocao de férmulas como tipos também é mencionada na literatura como o “Isomorfismo Curry-Howard”.
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Explicitamente falando, a no¢do de férmulas como tipos relaciona as regras de
deducdo natural com as leis de formacdo de termos do cdlculo lambda tipificado. Dessa
forma, um encadeamento de regras (uma derivacdao) corresponde a um encadeamento de
subtermos (um termo). Constréi-se assim uma bije¢ao relacionando derivagdes com termos,
onde a partir de uma estrutura (uma derivagdo ou um termo) obtém-se facilmente a
estrutura relacionada no outro sistema.

Vamos inicialmente relacionar o fragmento implicativo positivo de C (que
denotaremos por C>) com A>. Na constru¢do desta relacdo, as questdes fundamentais
referentes a nocdo de formulas como tipos serdo esclarecidas. Em seguida, apresentaremos
uma extensio desta relacdo para o sistema de deducdo natural I, de l6gica intuicionista de
Heyting, que introduzimos no Capitulo I. Por fim discutimos um pouco sobre a importante
questdo da transferéncia de provas de normalizagdo entre sistemas, que € viabilizada pela

nocao de férmulas como tipos.

4.5.1 DEFINICAO: O Sistema Co
O Sistema C> € obtido restringindo os simbolos 16gicos da linguagem de C a “2”, e

suas regras a (Ol) e (OE).

4.5.1.1 OBSERVACAO:
Note que os tipos de A tém a mesma estrutura que as formulas de C>. Assim, a
nog¢ao de féormulas como tipos produzird um isomorfismo entre termos e derivacdes tal que

um termo do tipo A serd relacionado biunivocamente com uma deriva¢do cuja raiz é a

Ty

A

féormula A. Ou seja, relacionaremos M € A, com

4.5.2 DEFINICAO: Isomorfismo de Formulas como Tipos entre A>e C>
O isomorfismo de formulas como tipos entre > e C> € obtido relacionando cada termo

M e A> a uma derivag@o m, indutivamente, da seguinte forma:

HM=x* o  m,=A;
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(2) M= (M?DAMg)A = Ty = w (oE);
[A]*
RM1
B
3) M = (WA MEy=8 = x (D).
B)YM=( e =g 6D

4.5.2.1 OBSERVACOES:
(@) E imediato, por inspecdo na defini¢io acima, que as varidveis de um termo M
correspondem as hipdteses da derivacdo m,,. Varidveis livres de M correspondem a hipdteses

abertas de m,, enquanto que varidveis ligadas correspondem a hipdteses cortadas. Assim, se

[A] [AT"
x* € FV(MP), entdo m, = =, . Da mesma forma, se x** € BV(MP), entdo m, = m,, .
B B
T

4

() Uma aplicacao da regra (o) que ndo corta hipdteses, % , corresponde a uma
)

abstracdo (Ax*.MB®)*® na qual x néo ocorre livre em M,.

(c) Como as férmulas de uma derivagio 7, representam os tipos dos subtermos de M
e vice-versa, faz entdo sentido nos referirmos ao isomorfismo entre termos e derivagdes
como o isomorfismo das ‘formulas como tipos™.

(d) Como as varidveis livres de um termo M representam hipéteses abertas de m,,, é

facil ver que uma substituicio da forma M®[x*/ N*] representa a substituicio das hipGteses

[A]
abertas A de m,, pela derivagio TX‘ . Assim, temos a importante equivaléncia:
B
Ty,
M=MY MY o r,= A
Ty,
B

O teorema seguinte estabelece uma relacio fundamental obtida da nocgdo de
féormulas como tipos para os sistemas C> e A>. Estabelece que reducdes de FM em C> sdo

equivalentes a redugdes-§ em A°.
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4.5.3 TEOREMA: Equivaléncia entre reducao de FM em C> e reducao-§ em A>
Para M e N A>-termos, e m, e m as respectivas C>-derivacdes obtidas pelo

Isomorfismo 4.5.2 acima, temos: M —> N < m, > m.

PROVA: Por indu¢ao na complexidade de M

BASE: M = (Ax.M,)M, 4.3?(1) N=M,[x/M,]

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para o caso bdsico da contracdo de

um redex:
M= @AMV - MIYM] =N
redugédo—|
II Isomorfismo 4.5.2 II Isomorfismo 4.5.2
[A]*
TCM1 TCMZ
n, B [A]
A AoB Mo
My=s —————— — B =mn,.
B redugdo de FM.

PASSO:
CASO 1: M?=(Z*®M%)° e N = (@Z*°N})°

O seguinte esquema prova este caso:

ME o NS = M=@M) o @ND°=N

) ) 0 § —» (somorfismo 4.5.2)

TEM1 Ui TCN1 U4
Ty Ty A A>oB A AoB
> N = y=s—"— — ——————— =T,
A A 14 w B B Y,

H_/ V

HI: M,—»N, < my, = my,) M->N < > my

CASO 2: M®=MFZ%% e N =(N°Z4°

Analogamente ao caso anterior:
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M > NP S M= o (N2 =N

4345
ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ —p (Isomorfismo 4.5.2)
T, Ty, n, Ty,
T, T, = EA A-oB N A ADBETE
A>B AoB 14 " B B N
N -~ J \— —~ /)
HI: M,»N, & ny, = my,) M—->N < n, > my

CASO 3: M® = QLB MAP* ¢ N = (B .NAEA

Analogamente aos casos anteriores:

L A M= Qe M)™ > (e NDP =N
g () ) (i —» (Isomorfismo 4.5.2)
[B]* [BI”
T, TN,
e, T = S - A =n
AT A a "“BoA’ BoA "
\— _/
HI: M,»N, © ny, = ny,) M- NXT{M — Ty .

O Teorema 4.5.3 demonstra que temos nao apenas um isomorfismo entre termos de
A> e derivacdes de Co, mas também uma equivaléncia destes dois sistemas como “rewriting
systems”. Isso significa que resultados sobre normalizacdo, unicidade da forma normal e
estimativas sobre o comprimento das seqiiéncias de redugdes sdo diretamente
intercambidveis entre os dois sistemas. Na verdade podemos mesmo considerd-los como
sendo notagdes distintas para o mesmo objeto de estudo.

Os sistemas de deduc¢@o natural correspondem a uma notagdo bastante analitica, que
prioriza a visualizacdo do encadeamento dos passos ldgicos elementares que provam a
deducdo expressa na derivacdo. Sua motivacdo € de origem epistemoldgica, ou seja,
queremos que uma derivacdo seja a justificativa da veracidade da deducdo que ela expressa.
Ja os sistemas de célculo lambda tipificado possuem uma notagdo mais compacta, no

entanto extremamente precisa, “que nos diz exatamente como devemos manipular hipéteses
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abertas e fechadas quando substituimos uma drvore de prova por outra” 37. Além disso, a
notacdo lambda possui um aspecto computacional bastante util, pois melhor do que
descrever os passos logicos, ela descreve os objetos funcionais que subjazem a uma prova.
Podemos de fato, como sugere Girard, Lafont & Taylor[1989], p. 17, interpretar um
lambda termo como um programa que efetua os cdlculos da dedugdo que ele representa.

A seguir apresentaremos um isomorfismo de férmulas como tipos entre o sistema I
de deducdo natural e um sistema de cédlculo lambda tipificado sensivelmente mais complexo
que A>, que chamaremos de A*. A definicdo deste isomorfismo nos dard maior clareza a

respeito do tipo de complicac¢Oes introduzidas pelo tratamento de novos conectivos e regras.

4.5.4 DEFINICAO: O Sistema A’
(1) O Sistema A* € obtido estendendo A> ao conjunto Typ” de tipos definido por:
(?) Se t é termo da linguagem de I, entdo ¢t € Typ?* .38
(@) Se A € féormula da linguagem de I, entdo A € Typ?’. %
(2) Os termos de A* sdo entdo definidos como:
() Paratodoi € o , vi € A, (varidveis sintdticas),

vie A, (termos individuais),
v e A, (varidveis individuais);

@Me A, g e Ne A, = MN e Ag;

@MMeA, e Ne Ay = pMN)e A,

MM e Ag = p(M) e A, e p,(M) € Ag;

WM e A, = KBM) € Ag,y © KEM) € Ay

Wi)M e Apg.N,Z e A; e x* € A,,)® € Ag sdo varidveis sintaticas =
= E;, (MN,Z) e Ag;

¥ Cf. Troelstra & Schwichtenberg[1996], p 26.

* Nao confundir “termo da linguagem de I’ com “termo de A*™. O primeiro se refere a um termo da linguagem
do célculo de predicados de primeira ordem (uma varidvel individual, ou uma constante individual, ou um
simbolo funcional aplicado a termos). O segundo se refere a um A'-termo.

* Usaremos letras maidsculas A, B, C, ... com ou sem subindices para indicar os tipos que correspondem a
formulas. Para os tipos que correspondem a termos da linguagem de I, usaremos as letras mintsculas a, b, c, ...
para indicar os tipos que correspondem a varidveis individuais, e a letra mintscula itélica ¢, possivelmente com
subindices, para indicar os tipos que correspondem a termos compostos (simbolos de fun¢@o aplicados a

termos) da linguagem de 1.
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i) M € Ay e x* € A, é varidvel sintatica = Ax.M e A,g;
ii) M € Ap,,) e x* € A, évaridvel individual = Ax.M € Ay
tal que: (0® € FV(M)) = (a ndo ocorre livre em B);
@X)M e Ay € Y € A, é termo individual = My € Ay,
@M e Ay, e ¥ e A étermo individual = pM,y) € Aga s
)M e Ajppy » NeAc e yeAp, = E?,(M, N) € A,
tal que: z® € FV(N) e z# y= anio ocorre livre em B;
xid)M e A, = ExM) € A,.

(3) Definimos, assim, AT = U{A,/ A € Typ'}.

4.54.1 OBSERVACOES:

(@) Nao importa muito, para 0s nossos objetivos, sabermos exatamente a denotacao

dos novos operadores introduzidos (p, p,, p,. ke, k2, E

X,y

E}, Ey). No entanto, apenas para
dar um pouco mais de significado aos termos de A, podemos interpretar estes novos
operadores como:

+ p(M,N) agrupa os termos M* e N® em um par (M,N) de tipo AAB;

o p,(M) é a primeira projecio de um par. Assim, se M*® = p(M* MB*® entdo
p.(M) = M. Analogamente, p,(M) = M.

+ kZ(M) apenas modifica o tipo de M, para cada B e Typ’, da seguinte forma:
kB(M* = MB2. Analogamente, k5(M*) = MAB.

¢ E; (M\N.Z) agrupa o trio M*®, N®, Z° em um termo do tipo C, e, como veremos
adiante, torna ligadas as varidveis x* e y®* de N e Z respectivamente. Analogamente,
EXM, N) agrupa o par M**, N em um termo do tipo C, tornando ligada a varidvel y* de N.

+ EX(M), para cada tipo A, muda o tipo de qualquer M* € A, para M*.

4.5.5 DEFINICAO: Variaveis Livres e Ligadas

O conjunto das varidveis livres em M e A’ (denotado por FV(M)) é definido

indutivamente como segue:
O FV) = {x};
@) FY(MN) = FV(p(M,N)) = FV(M) U FV(N);
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@ii) FV(My®) = FV(pMy)) = FV(kgM) = FV k(M) = FV(EM) = FV(M);
(iv) FV (Que MA@)™4e) = Fy(M);

) FV (O M®)*=%) = FY(M) — {x};

i) FV(E, ,MN.Z)) = FV(M) U (FV(N) - {x}) U (FV (@) - {7

i) FVEMN) = FV(M) U (FV(N) - {y}).

4.5.5.1 OBSERVACAO:

Note que os Itens (v) a (vii) acima descrevem todos os casos em que ocorrem
varidveis ligadas. Além do operador A, os operadores E; e Ei', também ligam varidveis em
A*. Estes operadores corresponderdo, em deducdo natural, as regras (VE) e (JE), que
também cortam hipdteses da derivacdo. Veremos mais adiante que os operadores que ligam

variaveis sdo de grande importancia em questoes referentes a normalizagao.

4.5.6 DEFINICAO: Isomorfismo de Férmulas como Tipos entre A e I
O isomorfismo de formulas como tipos entre A* e 1 é obtido relacionando cada termo M

€ A® a uma derivacao =, de I, indutivamente, da seguinte forma:

OHM=xA IS iy =A;

Ty, Ty,
@M=MP*MY)* o my= # (OE);
[AT
Ty,
B)M = AMEPE o Ty = B x (o
A>B
Ty, T,
GOM=pM M o =2 B ()
AAB

G M=p,M"® < m,= AXB (AEd);
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©OM=pM¥*° = m=

M= kMY < m, = 5 (VId);

\

Ty,
y A
®M=EEM)*® < m,= Aop Ve
[A]* [BY
Ty, Ty, Ty,
OM =iy oMEPME MY & = D22 O oy
Ty,
A)
10) M = (= M2 @ YA o = VI
10) ( ) T v xA(x)( )
’EM1
ADM= M0yt e o m,= PA0 o
Aw
Ty,
Aw
12) M = p(MA® ye= e o = 0;
12) p(M{® y T Ele(x)G)
[A@)]’
Ty, Ty,
M=y (VA MEF 5 7y = 00 s ., @

(14HM=EMY < nx,= %.
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4.5.6.1 OBSERVACOES:

(@) E imediato, por inspecio na definicdo acima, que as varidveis sintdticas de um
termo M correspondem as hipéteses da derivagdo m,. Além disso, pela Definicao 4.5.5 e
pelos Itens (3), (9) e (13) acima, néo é dificil ver que as variaveis livres de M correspondem as

hipéteses abertas de m,,, e as varidveis ligadas de M correspondem as hipéteses cortadas de

TCM-
Tw, T, T,
() Uma aplicagdo da regra (VE) que nd@o corta hipéteses, AvB CC C ’

corresponde a um termo Ey, o(M;*®Mz, MS°, no qual x ¢ FV(M,) e y & FV(M,).
Analogamente, para (FE) temos:

A (x) C M=

C <:> yA (a)

T (MZA@ MO tal que y ¢ FV(M,).

(¢) Note, pelo Item (10) acima, que a restricdo apresentada em 4.5.4-2)(viii) é
exatamente equivalente a Restricdo 1.2.6-(a) para a regra (VI). Da mesma forma, pelo Item
(13) acima, temos que a restricdo apresentada em 4.5.4-2)(xi) € equivalente a Restricdo
1.2.6-(b) para a regra (JE).

(d) Para podermos relacionar redugdes de FM em I com redugdes-§ em AT, temos que
ampliar o item 1 Defini¢do 4.3.1 de reducdo- para tantas contragdes quantas forem as
diferentes formas de redu¢@o em I. Tais formas de reducdo, juntamente com o isomorfismo
que acabamos de estabelecer, nos mostram exatamente as contragdes que temos que definir
como primitivas em A® para ampliar adequadamente a definicio de reducdo-f, o que

faremos a seguir.

4.5.7 DEFINICAO: reducio-f em A
Definimos a reducdo-§ de M € A* a um termo N € A® (notagdo: M — N) por

indugdo na complexidade de M, da seguinte forma:

(1) BASE:

Contragoes:
(1.1) Ax.M)HM, - M. [x/ M,];
(1.2) p,(p(M,, M,)) - M, (=12,
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(1.3) E;,y((k$(M1)), M,,M,) — M, [x/ M, ];
(1.4) E;, [((lkgM)), M;, M) — M,y M, J;
(1.5) Qux. M ) y7xh ) e - Mydt);
(1.6) E(p(M3® 240 M,) — M,[y/ My(#/ &)1
Simplificagoes:
(1.7) E’,“q,xz(N, M,, M,) - M, (sex; ¢ FV(M,)) (i=1,2),
(1.8) Ei(Ml, M,) - M, (sey ¢ FV(M,);

Reducoes Permutativas:
(1.9) fIE2(M,.M,)] - EXM,. fIM,]);
(LIOAE, MMM = Er (M, M, M)
(2) PASSO:
Seja M = o,(M,) tal que o, é algum operador undrio de A*. Ou seja, o,(M,) é Ax.M,
ou p,(M,) ou E*(M,) ou kX(M,) ou M,y ou p(M,,z?). Entdo:
Q2.1HM; > N, = o,(M,) > o,(N,).
Seja M = 0,(M,,M,) tal que o, é algum operador bindrio de A*. Ou seja, 0,(M;,M,) é
M;M, ou p(M;M,) ou E}M,M,). Entdo:
22)M, > N, = 0,M,,M,) > o,(N,,M,);
23)M, > N, = 0,(M,,M,) - 0,(M;,N,).
Seja M = E; (M, ,M,,M,). Entéo:
24HM, >N, = E M M,M,— E; (N,,M,,M,);
25M, - N, = E; M, M, M,) - E; (M;,N,,M,);
26)M, > N, = E;, M, M, M,) = E; (M, ,M,.N,).

4.5.7.1 OBSERVACOES:

(@) A notagdo M(t,/t,), usada nos Itens (1.5) e (1.6) acima, denota uma substituicdo

que opera apenas nos tipos de todos os subtermos de M, trocando o termo da linguagem de
I, ¢,, por ¢,. Ela € equivalente, para o caso de deducdo natural, a notagdo n:; .

(b) Ass simplificacdes (1.7) e (1.8) correspondem as simplificagdes que podemos fazer

em regras de (3E) e (VE) que ndo eliminam hipoéteses da derivacao.
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(¢) Nas reducdes permutativas ((1.9) e (1.10)), f representa um operador de

eliminagdo Ey, ,, ou E;, no qual o argumento destacado entre colchetes é sua premissa

maior. Assim, f[M], por exemplo, abrevia E}, ,.,(M,N,Z) ou E.(M,N).

O teorema seguinte demonstra a equivaléncia entre reducdo de FM em I e redugdes-
B em A’. A prova ¢ imediata a partir do Isomorfismo 4.5.6 e da Definicdo 4.5.7 de reducdo-3
em A’ Na verdade, como dissemos na Observagao 4.5.6.1-(d), os casos da base da Definicdo
4.5.7 foram propositadamente definidos de modo que a equivaléncia entre redugdes se

estabeleca.

4.5.8 TEOREMA: Equivaléncia entre reducdo de FM em I e reducio-§ em A’
Para M e N A*-termos, e T, e my as respectivas I-derivacdes obtidas pelo Isomorfismo
4.5.6 acima, temos: M > N < w, > .
PROVA: Por indu¢ao na complexidade de M
BASE:
Caso I: M=(QxM)M, = N=M,[x/M,]

457-(1.1)

Idéntico ao caso de A> ( base do Teorema 4.5.3).

Caso 2: M=p,pMM* M2 = N=MM (i=12)

45.7-(1.2) .

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

— A1 p A2 A; _ i
M= pMEMD) S MESN = 12)
114.5.6 34.5.6
Ty, T,
A, A,
A AA T )
M= > V=mo (=12

Caso 3: M = (. MA@) A yefo s N = (M,[a/ )"

5.7-(1.5)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:
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M= Qe MY@)=A@ye e (M(a/ 1) =N

4.5.7-(1.5)
II4.5.6 II4.5.6
Ac)
a
Ty = VxA(x) N (7T|\/|1 ); =T,
A(t) 14.4 A(t)

Caso 4: M = Ey, o((R7MD)®, ME, MO = N = MIIxY M)

457-(1.3

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M= EL o®3MM, MS, M >  MI/Mi =N

457-(1.3)

II 456 II 4.5.6

Tm
- [A" [BP

A T T
N B M, M, T,
o AvB C C R [A]=n
M C © 145 Ty, N
C

Caso 5: M = Ey, o(RgME)™, ME, MS® = N =ML M)

457-(1.4)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M= E, oM ME M > MSP/M2I=N

457-(1.4)

ﬁ 456 ﬂ: 4.5.6

T, X
s [A" [BP
TEM2 TEM3 TCM1
) AvB C C B _
Ty = C X,y 1?5 T, = Ty
C

Caso 6: M = Eg, o, @M} ® 2597400 ME)® = N = MA@/ (M,[1/ a])* ']

457-(1.6)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:
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M = Epp @M 24 M9 —  MEDA®/ (M, [/ a)*®] =N

7-(1.6)

II 456 II 4.5.6

Ty
! Aw@)]’
A(t) [ TCM] (TE )t
HxA(x) 2 M, /a
S C , N [Aa] _
M C 14.7 Ty, N
C

Caso 7: M=Ey, oM;®, MS,MS° = M{=N  (x, ¢ FV(M,) (=1.2)

457-(1.7)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M= Ey, ., (M7*%, MS, MS)° s ME=N (, ¢ FY(M,)) (i=1,2)
ﬁ4.5.6 114.5.6
T, Tw, T,
_AvB C C N Ty, _
Tm = C 146 c ™
. — xA (x c\C Cc_
Caso 8: M = E (M7, MS) 5T MS=N (sey ¢ FV(M,)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

M = EE(MExA @ MS)° - ME=N
Y( . » M) 45.7-(1.8) 2
Tasse Tasse
Ty, T,
IHAx C T,
Ty = ——— — 2 =y
C 14.8 C

Caso 9: M EﬂE;(MixA(x) ,Mg)C]D - E;(M?"A(x) ,ﬂMg]D)D N

457-(1.9)

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:
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= 3xA(x) \JC\CTP
M _ﬂan(Ml ’MZ) ] 4.5'7__)

114.5.6

Ty, T,

IAx) C
C

_)
D 1.4.9

Ty

(1.9

| E M IMEPY =N

TCM1

IxA(x)

Ty

II 4.5.6

2

C

by

D

_T[N

onde C, conseqiiéncia de (3E) de m,,, ¢ premissa maior de regra de eliminacdo da

qual X representa as subdrvores das premissas menores.

Caso 10: M = fIE;

v MM ME MO =

4.57-(1.10)

Eyy oMA®, AIMSP, AMSPP = N

O seguinte esquema demonstra a equivaléncia para este caso:

Vi C V| —
M=fEy, y;MEEMIMOT | By, M AIMEP, IMET) = N
ﬁ4.5.6 114.5.6
Tw, Ty,  Tow, T, Ty,
AvB C C my C T C X
C z AvB D D
Ty = —> =Ty
D 1.4.10 D

onde C, conseqiiéncia de (VE) de =, é premissa maior de regra de eliminagdo da
qual X representa as subdrvores das premissas menores.
PASSO:

Apresentaremos a solucdo para o caso em que M € como em 4.5.7.2.1) (M = o,(M,)).

A solucdo para os demais casos (2.2) a (2.6) é andloga a esta, usando as propriedades das

reducoes de FM.

Caso 1: M =o,(M,)

O seguinte esquema demonstra a solu¢do para este caso:
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M2 > NP = M=o,MH? - o(N)°=N

457-(2.1)
ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ — (Isomorfismo 4.5.6)
T, TN,
T, - ™, = Ty = A — A =T
A A 14 " B B N
— = ~ J
HLI: M,»N, & ny, = ny,) M—>N < n, > my .

4.5.9 Transferéncia de Provas de Normalizacdo Forte entre Sistemas

Podemos separar os itens da base da Definicdo 4.5.7 de reducdo-§ em dois grupos: o
grupo A, contendo os Itens (1.2) e (1.5), e o grupo B, contendo os demais itens ((1.1), (1.3),
(1.4) e (1.6)). A diferenca entre os dois grupos é que nas reducdes do grupo A nao ocorrem
substituicdes de varidveis livres por subtermos, enquanto que em todas as redugdes do
grupo B estas substituicdes ocorrem. Uma conseqiiéncia imediata deste fato é que o
comprimento do contractum, para o caso de uma redu¢do do grupo B, pode ser maior que o
comprimento do redex. Isto se dd quando existe mais de uma ocorréncia livre da varidvel
que estd sendo substituida. Por exemplo, o comprimento de M[x/ N] é certamente maior que
o comprimento de (Ax.M)N, se M possuir mais de uma ocorréncia livre de x e se o
comprimento de N for maior que 1. E devido a este fato que os resultados sobre
normalizacio para sistemas de célculo lambda tipificado ndo sdo triviais.

Um sistema que possua todas as reducdes no grupo A € trivialmente normalizivel,
pois o comprimento do redex, ou no maximo este numero multiplicado por alguma
constante preestabelecida, serd sempre um limitante superior para o comprimento do
contractum. Dessa forma, nenhuma seqiiéncia de reducdo poderia ter mais passos que o
comprimento do termo inicial multiplicado por esta constante. Neste sentido, a passagem de
um resultado de normalizacio forte de A> para o sistema A°", onde A® € a versdo em cdlculo
lambda tipificado do sistema de deducdo natural C’, seria imediata. Vejamos porque.

Os conectivos primitivos de C’ sdo D, A e V. Mas pelo Isomorfismo 4.5.6, as
férmulas méximas cujos conectivos principais sdo A e V correspondem, respectivamente, as
reducdes (1.2) e (1.5) da Definicdo 4.5.7. Tais redugdes pertencem ao grupo A e portanto
ndo representam problemas nas provas de normalizacdo forte. Dessa forma, o Unico caso

ndo trivial a resolver em uma prova de normaliza¢io forte para A®" é o caso da D; e este é
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exatamente o caso presente em A>. Portanto, a nocdo de férmulas como tipos, mais uma
argumentacdo simples a respeito dos conectivos A e V, transforma provas de normalizacio
forte para A> em provas de normalizacio forte para C’. No entanto, ndo podemos
transportar diretamente provas de normalizacdo forte para A~ em provas de normalizacio
forte para os sistemas de dedu¢do natural M, I e C, porque além do caso nao trivial de o,
todos eles tém que tratar também dos casos de 3 e v, que correspondem a redugdes do
grupo B. Com relacdo a questdes de normalizacdo, tais reducdes possuem seus problemas
especificos que exigem solucdes especificas. Assim como em deducdo natural, as solugdes
para o conectivo D ndo sdo diretamente vélidas para os casos de 3 e v.

Assim, podemos dizer que os artigos que veremos adiante, que entre outras coisas
estabelecem normalizacdo forte para A, podem ser vistos como contendo provas de
normalizagdo forte para C’, mas ndo para M, I e C. Neste sentido, a extensdo nao trivial de
nosso resultado para estes sistemas, que apresentaremos no Capitulo VII, representa um
avanc¢o em relacdo ao alcance dos resultados destes artigos. Na pior das hipdteses, alguma
argumentacao tem que ser acrescida a eles para que provem de fato a normalizagdo forte de
A* e assim possam representar provas de normalizacdo forte para M, I e C. A julgar pela
complexidade do sistema A* com relagdo a A>, e pela complexidade da definicdo de reducdo-
B em A com relacdo a definicdo de reducdo-§ em A>, tal argumentacdo ndo parece ser

trivial.
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Capitulo V

Os Ordinais Naturais de
Howard, Vrijer e Beckmann



Estudaremos neste capitulo alguns artigos da literatura em que encontramos
defini¢des de atribui¢cdes numéricas a termos do cédlculo lambda tipificado A, que sdo de
fato ordinais naturais para os termos deste sistema. Ou seja, em cada um destes artigos

existe uma atribuicdo numérica n que satisfaz a seguinte propriedade:

Para todo MeA>, nM)< ® ¢ M—> N = n(M)> n(N)

Assim como para o caso dos sistemas de Dedu¢do Natural, uma atribui¢do numérica
para termos de A> que satisfaca esta propriedade representa um limitante superior para o
comprimento de todas as seqiiéncias de reducdo para o termo M, e leva a uma prova trivial
do Teorema de Normalizagao Forte para A>. Como vimos no capitulo anterior que através
da nocdo de féormulas como tipos € possivel transportar provas de normalizagdo forte para
A> em provas de normalizacdo forte para C’, € importante analisarmos os métodos
utilizados nestes artigos para podermos comparar com o nosso método.

Neste capitulo apresentaremos detalhadamente trés artigos, nos quais encontramos
trés diferentes ordinais naturais para A>, os artigos Howard[1968], Vrijer[1987] e
Beckmann[1998]. Temos conhecimento de outros dois artigos que trazem defini¢des de
ordinal natural: Gandy[1980] ¢ Schwichtenberg[1991]. Ndao analisaremos estes artigos
em detalhes. No entanto, o estudo dos trés artigos anteriores nos fornecerd dados que
permitirdo comparar também estes dois tltimos artigos com o nosso trabalho.

O objetivo deste capitulo se resume apenas em apresentar o método que cada autor
utilizou para obter o seu ordinal natural. Uma andlise comparativa destes artigos que o0s
relaciona com o nosso trabalho serd feita apenas no final do capitulo seguinte, apds termos
desenvolvido detalhadamente o nosso método para o sistema A>. O objetivo agora é
apresentar e entender os resultados destes artigos. Dessa forma, dividiremos este capitulo
em trés se¢des principais, uma para cada um dos artigos que analisaremos.

Cabe ressaltar que estes artigos ndo utilizam uma notac¢ao uniformizada para
o cédlculo lambda tipificado, cada um desenvolvendo a sua. A titulo apenas de
uniformizacdo modificaremos em nossa exposicio as notagdes originais, utilizando as

defini¢des e resultados gerais de 1> que foram desenvolvidos no Capitulo IV.
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§1 O Artigo Howard[1968]

O artigo Howard[1968] ¢ um bonito exemplo de uma “proof-theoretic” andlise de
uma teoria formal. Godel[1958] apresentou uma interpretacdo para a aritmética
intuicionista de primeira ordem /4 em uma teoria formal 7, livre de quantificadores, de
funcionais recursivos de tipos finitos, que pode ser formalizada em A>. Com tal
interpretagdo temos que provas da consisténcia de 7demonstram, de fato, a consisténcia de
/. Formalizada em A> ¢ livre de quantificadores, a teoria 7 é uma teoria equacional onde
suas formulas sdo equagoes entre A-termos. Se, por sua vez, fizermos uma “proof-theoretic”
andlise de 7, redefinindo suas igualdades axiomadticas em termos de ‘“reducdes”, a
consisténcia de 7€ trivialmente obtida se provarmos, para estas reducdes que representam
as igualdades em 7, os Teoremas de Normalizacido Forte e Church-Rosser.

Isto se da porque uma igualdade qualquer, por exemplo M= N, expressaria que M e
N se reduzem a um termo comum. Mas se neste sistema vale Normaliza¢do Forte ¢ Church-
-Rosser, entdo, se ambos se reduzem a um termo comum, tanto M quanto N tém a mesma
forma normal. Ou seja, podemos reduzir o conceito semantico de igualdade ao conceito
sintdtico “ter a mesma forma normal”. A consisténcia do sistema € obtida trivialmente
quando tomamos, por exemplo, P e Q distintos e ambos na forma normal. Neste caso, é

.. ) 40
claro que ndo temos, em 7, P= Q. Logo 7 n&o é trivial, e portanto é consistente.

Além disso, uma vez que o conceito de igualdade se reduz ao de “ter a mesma forma
normal”, podemos verificar a validade de toda e qualquer formula de 7, que certamente €
uma equagio do tipo M= N, efetuando a normalizacdo de M e N, e verificando se ambos
possuem a mesma forma normal. Temos portanto um procedimento efetivo para verificar a
validade das formulas da teoria, o que nos daria um resultado de decidibilidade.

No entanto, Gentzen[1938] ja havia provado que a consisténcia da aritmética de
primeira ordem, tanto intuicionista quanto cldssica, pode ser provada por métodos finitarios
exceto pelo uso do “principio da cadeia descendente para ordinais menores que g,”. Dessa
forma, qualquer tentativa de provar normalizagdo forte para 7 deve levar em conta tal

principio nao finitdrio, e portanto ndo serd uma normaliza¢do forte no sentido estrito do

termo, mas o que Tait[1967] chamou de “computabilidade”. Com base nisso, o objetivo de

40
Estamos utilizando aqui a nocéo cldssica de que inconsisténcia implica em trivialidade.
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Howard ¢é realizar esta andlise “proof-theoretic” de 7 e provar sua computabilidade,
assumindo para isso o “principio da cadeia descendente para ordinais menores que g,”. Ele
faz isso estabelecendo uma atribuicdo de ordinais menores que g, aos termos de 7 e
provando que esta atribui¢do diminui com as redugdes. Ou seja, para cada seqiiéncia de
reducdes de termos:

AAoA > ... oA > ..
temos uma seqiiéncia descendente de ordinais:

a > a> ...> a,>

Se tais ordinais sdo menores que g, entdo a “normalizagdo forte” (ou
computabilidade) de 7segue diretamente do “principio da cadeia descendente para ordinais
menores que g, .

Se Howard permite a atribuicdo de ordinais infinitos (menores que g, mas maiores
que ®) a termos, suas seqiiéncias de reducdo, ainda que finitas, ndo sdo obtidas por uma
atribuicdo numérica finita que diminui com as reducgdes. No entanto, se descartarmos o
tratamento dado a recursdo em 7, e nos concentrarmos apenas nas redugdes§ para termos
de 2>, talvez o método de Howard represente uma atribuicdo de ordinais finitos a termos de
A~ que diminui com as redugdes. Talvez tenhamos aqui o primeiro ordinal natural.
Verificaremos que, com algumas importantes restri¢oes, € isso de fato o que ocorre.

O método geral da prova de Howard consiste basicamente em desenvolver uma
teoria formal de expressdes que possui uma interpretacdo correta na qual expressdes siao
fungdes aritméticas de ordinais menores que g, Em seguida ele demonstra varias
propriedades destas expressdes e desenvolve uma atribui¢do univoca de expressdes a termos
de 7. Através das propriedades demonstradas, prova que se F — G e f e g sdo as expressoes
atribuidas a F e G respectivamente, entao fla)> ga), onde f(a) e gla) sdo os ordinais obtidos

aplicando as funcdes que interpretam f'e g 2 mesma constante a (por exemplo a = (0,...,0)).

Com base no discutido acima, na andlise do artigo de Howard que faremos a seguir,
ja estamos desconsiderando as peculiaridades de 7 e aplicando seu método apenas as
reducgdes-f aplicadas a termos de A>. Além disso, estamos substituindo as ocorréncias de

ordinais menores que g,, por naturais (ordinais menores que o).
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5.1.1 Definicoes Iniciais

Apresentaremos aqui algumas defini¢des de conceitos basicos utilizados por Howard.

5.1.1.1 CONVENCOES: Enumeracio de Variaveis Sintiticas

Consideraremos &: x,, X;, X,, ... uma enumeracdo das varidveis sintdticas de todos os

tipos de A>.

5.1.1.2 DEFINICAO: Nivel - Iv()
O nivel de um tipo A, denotado por /v(A), € definido indutivamente como:
() vA)= 0, se A € tipo bésico;
2) W(ADB) = max{1+ lv(A), v(B)}.
Se M é um termo do tipo A, o nivel de M é definido como: (M) = Iv(A).

5.1.1.3 LEMA:
Se MN e A>, entdo:
(@) v(M) > Iv(N);
®) v(M) = v(MN).
PROVA:
Imediata pela Defini¢do 5.1.1.2. &

5.1.1.4 DEFINICAO: I-Subtermo
Além do conjunto de subtermos de um termo, que definimos em 4.1.7, Howard

define um outro conjunto, o de I-subtermos, que definimos indutivamente como:

(1) ISub(x) = {x};

() ISub(MN) = ISub(M) U ISub(N) U {MN};

(3) ISub(lx.M) = (ISub(M) U Sub(hx.M)) — Ex(M),

onde & (M) = {N € ISub(M)/ x € FV(N)} e
Sub(lx.M) é como definido em 4.1.7.
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5.1.1.4.1 COMENTARIOS:

(@) Dizemos que N é I-subtermo de M quando N € ISub(M).

(b) Howard, em seu artigo, chama de “subférmula” o que estamos chamando de
“subtermo”, e chama de “subtermo” o que estamos chamando de “/-subtermo”. Decidimos
trocar os nomes porque na literatura mais recente consolidou-se o uso da expressio
“subtermo” com o sentido que estamos lhe dando na Definic¢do 4.1.7.

(c) A diferenca entre subtermo e I-subtermo, expressa na cldusula (3) acima, garante

que se M é um termo fechado, entfo todos os I~subtermos de M também s3o fechados.

5.1.1.5 DEFINICAO: Reducio Geral e Reducio Restrita

Considere a redugdo-f M —, N como definida em 4.3.1. Com base na diferenca
entre subtermo e I-subtermo definida acima, diferenciamos dois tipos de redugdes:

(1) M —, N é uma reducdo geral quando A € subtermo de M.

(2) M —, N € uma redugdo restrita quando A € I-subtermo de M.

5.1.1.5.1 OBSERVACAO:
Howard demonstra seu resultado primeiramente para o caso particular das reducdes

restritas. Em seguida o estende para o caso mais genérico das redugdes gerais.

5.1.2 A Teoria Formal £de Expressoes

Apresentaremos agora a teoria £de expressdes que serd usada para a atribuicio de
ordinais aos termos de A>.

Expressoes sao construidas a partir de constantes (dentre as quais distinguimos 0 e
1), varidveis biindexadas (yf) e os simbolos de funcdo “+ e “(, )”, da seguinte forma:

(/) Uma constante é uma expressao.

(7)) Uma varidvel yf é uma expressao.

(7ii) Se f e g sdo expressoes, entdo: f+ g e (f, g) também o sdo.

£ ¢ uma teoria axiomatica da relacdo £ entre expressdes, na qual a igualdade é

41
tratada axiomaticamente e £ € simbolo definido, onde f£ g significa f £ g, ou f=g.

41
Usaremos a letra y para nos referirmos a varidveis de £e a letra x para nos referirmos as varidveis de A~.
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5.1.2.1 DEFINICAO: Axiomasde £
()SefZge gZh,entdo fZh.
(2)Se f £ g, entdo f#g.
Qf+g=g+f f+ g+ hH=(F+ 9+ h.
@) SefLgentdof+ hZLg+ h.
O)f+ g= f se,esomente se, g= 0.
©0Lf.
Df.e+ W= .9+ (f.h).
®)Se gLce hLc, entio (g H+ (h,f)L(c,).
Q) Sef g entio (h,HZL(h,Q.
(10)Sef £ g e h#0,entdo (f,h) £ (g, h).
ADO.,H=rf.
(12)(f,(g. )= (+ g h).

5.1.2.2 COROLARIO: Conseqiiéncias Imediatas dos Axiomas de £

13)(f,0)= 0.
(14)Se 0 L g e 0 L h,entdo (g,H+ (h,p) L (gt h,p.

5.1.2.3 DEFINICAO: Uma Interpretacio de £
A seguinte interpreta¢do seméntica de £sera utilizada na atribui¢do de naturais aos

termos de A™:

+ As varidveis percorrem os naturais e as constantes referem-se a nimeros naturais.

. L. A2
+ f+ géinterpretado como a soma aritmética.

42
A defini¢do de ‘“+ ” originalmente utilizada por Howard € mais complexa. Ele utiliza a soma de Hessemberg

para ordinais, introduzida em Bachmann[1955]. Para somar a e b, primeiramente escrevemos a € b na Forma
. b .
Normal de Cantor para a base ®, ou seja, a= 0+ ..+ ©™ e b= ® "+ ..+ ®™ tais que a, > ..2a,eb; >..>

b,. a+ b é entdo definido como: a+ b= "+ .. + ™™

,onde ¢; 2 ...2 c,,, ¢ um rearranjo da seqiiéncia a, ...,
a,, by, ..., b,. Note que se a, b< o, entdo a;,= ..=a,= b,=..= b,=0 e, portanto, a soma de Hessemberg restrita

a naturais coincide com a soma aritmética que estamos utilizando. Cf Howard[1968], p. 449.
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+ (f , g é interpretado da seguinte maneira:
+ Se g# 0, escreva g como uma soma de poténcias de 2 tal que:
g= 2+ 2%+ ...+ 2° Jonde (g > &> ...> g,,)43
(f,g)= 2(g1+f) L Alg2+f) 4 4 lgntf)
+Seg= 0,entdo (f,9= (f,0)=0
+ Os termos de £ ou seja, suas expressoes, sdo entdo interpretadas como funcoes
intencionais das varidveis que elas contém. Assim, a interpretacdo de uma expressao f é
uma funcdo de N* — N (n representa o nimero de varidveis presentes em f) definida de
acordo com as interpretacoes para “+ e “(, ).

44
+ f £ géinterpretado como f< g.

E ficil mostrar que esta interpretacio satisfaz os axiomas de £ sendo portanto
correta. E importante termos em mente que esta interpretacio representa exatamente a
interpretacdo apresentada por Howard, apenas restringindo seu universo aos nuimeros
naturais. Como as interpretagdes que demos para “+” e “( , )’ sdo fechadas nos numeros

naturais, a nossa interpretacdo € portanto submodelo da interpretacdo original de Howard.

5.1.2.4 COMENTARIO: Finitude da Atribuiciio

Note que com a interpretacdo 5.1.2.3 estamos garantindo que o nimero que serd
atribuido a cada termo de A> é finito. Isto se dd porque qualquer funcdo que seja uma
combinagdo finita de aplicagdes de “+” e “( , )”, como definidos acima, quando possui
ndmeros naturais como argumentos, certamente tem como resultado um ndmero natural.
Mas se a um termo qualquer associamos uma expressio de comprimento finito, a funcao

atribuida a esta expressdo pela interpretacdo acima € uma combinagdo finita de aplicagdes

43 Esta forma é conhecida como a Forma Normal de Cantor para a base 2 e € Unica para cada ntimero.

44 Interpretamos < como a relagdo de ordem tradicional entre fung¢des. Se f e g sdo funcdes com mesmo
dominio dizemos que f < g quando, para todo ¢ € dom(f)= dom(g), temos f(c)< g(c). Nimeros sdo interpretados
por funcdes constantes, e, neste caso, < € a ordem aritmética. Pode ocorrer, no entanto, que as varidveis que
ocorrem na expressdo de f sejam distintas das que ocorrem na expressdo g. O que fazemos neste caso é fixar
uma enumeracdo para as varidveis de 8 (yg, ¥, Yg, Y1, s -.) € considerar o dominio tanto de f quanto de g
como sendo N®, onde s representa a maior posicdo na enumeracdo das varidveis que ocorrem em f e g. Dessa
forma, c = (¢, ..., ¢g) contém, nas posi¢des adequadas, os valores para as varidveis que ocorrem em fe em g.

Nas demais posi¢des, ¢ contém valores quaisquer que ndo interferem no cédlculo de f{c) ou g(c).

207



de “+” e “(,)”, que tem como resultado, para qualquer argumento composto de naturais,
um numero natural. Dessa forma, a finitude da atribuicio que serd proposta ja esta

assegurada pela interpretagio da teoria £apresentada acima.

5.1.2.5 DEFINICAO: Vetores de Expressoes

Se f,, ... f, sd0 expressdes da teoria £ a n+ 1-tupla f= (f,, ..., f,) é chamada de um
vetor de nivel n (Not: Iv(f) = n). Para 0 < i < n, as expressoes f; ou (f), denotam a i-¢sima
componente de f. Se i > [v(f) entdo definimos (f);= 0.

Definimos também a soma de vetores da seguinte forma: f+ g = h tal que:

o lv(h) = max{lv(f),lv(g)} e eh,= f,+ g 0<i<lh)).

5.1.3 O Método de Howard - Atribuicdo de Vetores a termos de A

Podemos agora explicar um pouco mais clara e detalhadamente o método de
Howard. Considere a funcdo [/ : N — N definida como: I(r) = Iv(x,), onde x, é a r-ésima
varidvel da enumeracio § definida em 5.1.1.1. Assim, dado um nimero natural r, a fun¢ao /
recupera o nivel da r-€sima varidvel da enumeracao &.

Considere a notagdo: y* = (5, 7, ... Vin)» onde cada y; (0 < i < [(r)) € uma varidvel
de £ e portanto y* é um vetor de expressdes de nivel /(r). Howard primeiramente define
uma atribuic@o de vetores a termos de A> para em seguida obter a atribuicdo de expressoes a
termos. Seja | B a notacdo para o vetor atribuido ao termo B.

Howard entdo define: [ x_| = y=.

A defini¢do acima nos d4 uma atribuicdo de vetores a termos atomicos de A~ com a
caracteristica peculiar de que a termos de nivel n (Defini¢do 5.1.1.2) atribuimos vetores
também de nivel n (Defini¢do 5.1.2.5).

(I) A definicdo completa da atribui¢do de vetores a termos € feita por indu¢d@o no

comprimento dos termos:

e = =
FGl= h talque (h)= (f g) para (0<i<WFG))
Lax,.Fl= &
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Onde f= |F], g= [GJ, e e & sdo operacdes entre vetores de expressdes de £que
serdo definidas adiante.

Seja f o vetor de expressdes atribuido ao termo F. A expressio atribuida a F é a
primeira componente (f), do vetor f. O ordinal atribuido a F serd o valor da funcio
associada a (f), pela interpretacdo de £ quando aplicada a alguma constante do universo da
interpretacdo. No nosso caso este valor serd um numero natural (ver Comentério 5.1.2.4) e
no caso de Howard um ordinal menor que g,. Podemos por exemplo fixar a constante
0= (0, ..., 0) como o argumento padrio que serd utilizado. Dessa forma, todo o trabalho do

artigo € entdo provar:

2) (VRXYOI(Fl= HA(Gl= 9 A F > G) = (N©0)> ()0

Howard faz isso provando através dos axiomas de £0 seguinte resultado:

3) (VFXVOIWF]= HA(Gl= g9 A F > G) = (& £ (o)
Se (g), £ (), entdo na interpretagido de £ (g),< (f),- Em particular: (g),(0) < (H)y(0).

Foi com este objetivo que Howard definiu as operagdes (1 e 8" e desenvolveu uma
longa seqiiéncia de teoremas sintdticos sobre relagdes entre expressoes e vetores. Nao cabe
aqui escrever detalhadamente todas as demonstracoes, mas sim apresentar as defini¢cdes € a
seqiiéncia de resultados, procurando sempre a compreensdo da intuicdo por trds de cada

passo.

5.1.4 COMENTARIO: Restricao ao Resultado de Howard

Howard obtém seu resultado em duas etapas. Na primeira delas ele demonstra a
proposicao 5.1.3-(3) acima apenas para as reducdes restritas. Para que seu resultado valha
para as reducdes gerais, Howard propde uma nova atribui¢cdo nfo univoca de expressoes a
termos de A>. Ele liberaliza a atribuicdo de modo que para cada A>-termo exista uma
quantidade enumerdvel de vetores de expressdes atribuidos. Ou seja, para cada termo M

temos LMJI, LMJZ, ... . Em seguida, Howard demonstra que dados dois termos M e N tais
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que M — N através de uma reducdo geral, existem [MJ; e INJ, com ij < o, tais que
LM ,> LNJj. Tal liberdade representa uma limitacdo do resultado de Howard com respeito a
definicdo construtiva de um ordinal natural para A>. Limitacdo esta que veremos mais

detalhadamente no final desta secdo.

5.1.5 COMENTARIO: Ordinal Natural para AR’

Chamemos de AR> o sistema A~ com apenas as redugdes restritas. Como
verificaremos a seguir, as operacdes [1 e &° para vetores de expressdes de £'sdo definidas
sintaticamente em termos dos simbolos funcionais “+ ” e “(, )’. Dessa forma, escrever fige
&’f € o mesmo que escrever expressoes finitas em que aparecem f, g e os simbolos funcionais
“+7” e “(, ). Isso significa que através da nossa interpretacao finitdria para £ podemos
interpretar finitamente qualquer vetor de expressdes em que os simbolos [ e " aparecam.
Em particular, a atribuicdo de expressoes a termos de A~ esbocada acima representa, através
da Interpretacdo 5.1.2.3, uma atribuicdo de nimeros naturais a termos de AR".

Este fato ja garante de antemdo o sucesso da tentativa de encontrar o ordinal
natural para termos de AR® como conseqiiéncia do artigo de Howard. Isso porque Howard
de fato provou 5.1.3-(3) sintaticamente, através dos axiomas de £ para todos os termos e
reducdes restritas da teoria 7. Mas se 5.1.3-(3) vale para todos os termos e reducdes restritas
da teoria 7, vale em particular para termos de AR>. Neste casso, como a interpretagdo de £
apresentada em 5.1.2.3 é correta, 5.1.3-(3), segundo esta interpretacdo, é vélida. Ou seja,
5.1.2-(2) é valida. Como a interpretagcdo 5.1.2.3 garante uma atribuicdo de naturais finitos
aos termos de AR” , entdo temos, por 5.1.2-(2), uma atribuic¢do finita que diminui com as
reducdes restritas. Temos, portanto, um Ordinal Natural para os termos AR".

Nos resultados da segunda parte do artigo de Howard temos, a partir da construc¢do

do ordinal natural para AR>, uma prova de existéncia de um ordinal natural para A>.

Vamos agora definir formalmente as operacdes 6 e [/, e em seguida apresentar uma
seqiiéncia de resultados envolvendo estas operacdes, que culminard com a demonstracdo da

Proposi¢ao 5.1.3-(3).
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5.1.6 DEFINICAO: A Operacio fi g
Seja n = max{lv(f) , lv(g)}. Entdo f 1 g € definido como sendo o vetor:

_ _Jfitg ’ se (£ n)
h= (h,, ..., h,)talque h;= {(hiwﬁ"'gi) _se(<i<n)

5.1.6.1 COMENTARIOS:

(@) Note que a definicdo de 11 s6 leva em conta as operagdes “+” e “(, )’, e que,
portanto, f 1 g é um vetor de expressdes bem formadas de £que possuem correspondentes
na nossa interpretacdo de £

(b) O que devemos ter em mente quando olhamos para a definicdo de (1 é que, de
acordo com a definicio da atribuicdio 5.1.3(1), o objetivo de 01 é calcular | FG| dados | F]| e
|Gl. Ou seja, se [Fl= f e LGl= g, por 5.1.3-(1) temos que LFG] = h tal que (h),= (f11g),
para (0 < i < W(FG)). Entdo, (h), = (f 1 g),. Mas (h), é a fun¢do que calcula o ordinal
atribuido a FG. Logo, o objetivo da operagdo f 1 g € acumular na sua primeira expressao
componente (f 1 g), = (h), tudo o que f,e g, acumulam, que representa a soma dos ordinais
associados a F ¢ G mais um nimero que seja maior ou igual que todos os possiveis redex
que a aplicacdo FG possa aumentar aos redex locais de F e G. Além disso, (f 1 g), ndo pode
“explodir” exponencialmente, pois precisa manter a caracteristica de diminuir com as
reducdes, para que possamos provar 5.1.3-(3).

(¢) Como podemos notar, a definicdo de 11 € de alta complexidade combinatdria.
Uma boa maneira de tentar compreender a intui¢do por tras desta definicdo € através do

estudo das demonstragdes do Lema 5.1.13.3 e Corolério 5.1.13.4.

5.1.7 DEFINICAO: AsClasses C, e C
Com o intuito de definir a operacdo &° definiremos as classes de expressoes C; e a
classe de vetores C. Vale lembrar que todas as varidveis da teoria £tém a forma y%, ou seja,

sdo representadas pela letra y seguida por um indice superior € um inferior.

e Definimos para todo i a classe C; de expressoes, indutivamente, da seguinte forma:

Cldusulas Bdsicas:
(?) Se a expressdo h ndo contém variavel, entdo 4 estd em C;;

(¢f) Para todo r, a varidvel y% estd em C,.
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Cldusulas Indutivas:
(7ii) Se f e gestdo em C; entdo f + gtambém estd;
(iv) Se festaem C,,, e gestd em C,, entdo (f, g)estd em C,.
e A classe C consiste de todos os vetores h tais que:
(h), estd em C, para (0 <i < lev(h)).

5.1.8 DEFINICAO: A Operacio & em Expressoes
Para cada expressao 7 em UC, associaremos um vetor 04 de nivel /(r+ 1 que ndo
contém nenhum componente de y*= ()5, )7, ..., Yi,» €m suas expressoes. Ou seja, se yj ocorre
em alguma expressao de 8", entdo k > I(r).
Definimos o vetor 6*h indutivamente da seguinte forma:
Cldusulas Bdsicas:
(/) Se hestd em C, e ndo contém componentes de y*,
entdo 0%h € o vetor de nivel I(r)+ 1 tal que:
©h),=h+ 1 e ©Oh,=1, para@@=<k<In+1 e k=i
(i)) Se h = y%, entdo (0°h),= 1, para (O <k <IrH1).
Cldusulas Indutivas:
(Zif) Se h contém alguma componente de y*e h = f+ g,
onde fe gestdo em C,, entdo: &h= Of+ 0°g
(iv) Se h contém alguma componentede y*e h = (f, g),
onde festiem C,,, e gestd em C,, entdo:
©%h), = ©f), + 079\ , se O<k<l)
©%h), = 207 ) + 200°¢9 + 1 , se k= I+ 1,
onde 2f= f+ f para toda expressdo f e 2f = f+ fpara todo vetor f.

5.1.9 DEFINICAO: A Operacio &° em Vetores
Podemos agora finalmente definir a operacdo 8" sobre os vetores de expressoes.
Seja h = (hy, ..., h,) um vetor em C. §°h € um vetor de nivel p tal que:
O°h),= ©7ho)+ ..+ (O°hy), se O<k<IrH+1).
©°h),= h,+ 1, se (r+1< k<p).
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5.1.9.1 COMENTARIOS:

(@) Note que a definicdo de 6" s6 leva em conta as operagdes “+ 7 e “(, )’, e que
portanto 8"k € um vetor de expressdes bem formadas de £que possuem correspondentes na
nossa Interpretacdo 5.1.2.3.

(b) O objetivo da definicdo de &7, segundo 5.1.3(1), é calcular [ Ax=.F | dado [ FJ. Ou
seja, se LF] = f, por 5.1.3-(1) temos que | Ax,.F] = &f. Mas como o acréscimo de “Ax,.” a F
ndo acrescenta nenhum possivel novo redex a F, o objetivo da operagdo 6 ndo é tanto
mudar o valor de (f),, mas sim rearranjar o vetor f de modo que se Ax_.F for utilizado em
alguma aplicagdo do tipo (Ax,.F)G, 8°f computa melhor do que f as possibilidades de novos
redex em (Ax,.F)G.

5.1.10 NOTACAO: Substituicio em £

o h[yi/e] denota o resultado da substitui¢do de todas as ocorréncias de y: pela
expressao e na expressao h.

o Para o vetor h = (h,, ..., h,) definimos: hly7 el= (ho[y7 el ..., h,[7 e]) .

e Para os vetores h e e tais que l(e)=Ir)=n e y*= (35,5, ..., y=) definimos:

hly®/ el= hlyy/ (e),1ly¥/ (e),].. [y (e),] .

Vamos agora apresentar a seqiiéncia de resultados de Howard que culmina com o
teorema expresso em 5.1.3-(3). Estes sdo resultados sintdticos que portanto independem da
interpretagdo de £ sendo pois vélidos tanto para a nossa interpretagdo quanto para a de
Howard. Dividiremos esta apresentacdo em secdes onde, em cada uma delas, os teoremas
referentes a alguma definicdo especial sao enunciados. Quanto as demonstragdes, apenas

indicaremos o caminho seguido por Howard.

5.1.11 Lemas sobre a Operacao O

Estes sdo lemas auxiliares que estabelecem propriedades da operagdo [ com respeito
a relacdo de ordem Z. Todas as demonstragdes sdo feitas por inducdo decrescente em i
(indice das componentes dos vetores envolvidos) utilizando apenas a definicdo de 7 e os
axiomas de £ As provas de 5.1.11.1 a 5.1.11.4 sdo simples e diretas. As de 5.1.11.5 e

5.1.11.6 tém um grau de dificuldade maior e utilizam os resultados anteriores.
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5.1.11.1 LEMA:
Se 0 Z (f),, paratodoi<n,entdo 0 £ (fi1g),, paratodoi<n. ¢

5.1.11.2 LEMA:
Paratodoi: (f), L(f11g),. ¢

5.1.11.3 LEMA:
Seja ()= lv(g)=n e (g), L (f),,para 0 <i<n.
Entdo: (g h), L (f1 h),, paratodoi. ¢

51.114 LEMA:
Seja v(f)=lv(g)= n e (g), L (f),,para 0<i<n.
Seja também (g), £ (f),, para 0 < k < s, para algum s < n.
Entdo: (g h), Z (f1h),para0<k<s.

5.1.11.5 LEMA:
Seja W({f)=lv(g=n+ 1> Iv(h) e 0 L (f), e 0 L(g),,para0<i<n+ 1.
Entdo: (f0 h),+ (@ h), L({(f+ g h),, para 0<i<n+1.e

5.1.11.6 LEMA:
Seja v(f)=lv(g)= n+ 1> lvth) e 0 L(f), e 0 L(g),,para0<i<n+ 1.

Seja d tal que: 2(f),u+ 2@ £ @ons © (it @), £ @), para 0<i<n+ 1.
Entao: 2(f 1 h) 1 (g h), £ d 1 h),, para 0<i<n+1.

5.1.12 Lemas sobre as Classes C; e C.

Estes lemas estabelecem propriedades de expressdes e vetores com relacdo a

pertinéncia nas classes C, e C. Os Lemas 5.1.12.1 e 5.1.12.3 sdo provados por indugdo na
complexidade (comprimento) da expressdo i envolvida, enquanto 5.1.12.2, que trata de

vetores, é provado por inducdo decrescente no indice que percorre as componentes do vetor

fog.
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5.1.12.1 LEMA:

Se h estd em C,, entdo 4 ndo contém varidvel do tipo yg tal que k < i. ¢

5.1.12.2 LEMA:

Se fe g estdo em C, entdo f[1 g também estd. ¢

51.12.3 LEMA:
Para todo natural i e toda expressao &, se h estd em C; e e estd em C,, entdo h[y/ e]
estd em C,. Em outras palavras, se e estd em C, entdo a operacdo de substituicdo de y; por e

¢ um mapeamento da classe C; nela mesma. ¢

5.1.13 Lemas sobre a Operacao 5"

Apresentaremos dois lemas sobre 6° aplicado a expressoes, cada um deles com um
coroldrio sobre 8" aplicado a vetores. As provas de ambos os lemas sdo feitas por indugio na
complexidade da expressdo & envolvida, enquanto que as provas dos corolarios sao obtidas
aplicando-se os respectivos lemas a cada componente dos vetores envolvidos. A prova do
Lema 5.1.13.1 utiliza apenas a definicdo de &° e os axiomas de £ enquanto que a prova de
5.1.13.3 utiliza, além disso, os Lemas 5.1.11.5 e 5.1.11.6, justificando assim o
desenvolvimento dos lemas de 5.1.11. O Lema 5.1.13.3 juntamente com seu corolario sdao de
importancia crucial para o entendimento do desenvolvimento do artigo, pois estabelecem a

principal propriedade que garantird que a atribuicdo de ordinais diminui com as reducdes.

5.1.13.1 LEMA:
Suponha que e estd em C, e ndo contém componente de y*.

Se s # r, para qualquer 7 em UC; temos: (0°h)[yf e] = 6°(h[y7 e]). +
5.1.13.2 COROLARIO:

Suponha que e estd em C e ndo contém componente de y*.

Se s # r, para qualquer h em C temos: (0°h)[y*/ e] = &°(h[y*/ e]). ¢
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O que o Lema 5.1.13.1 e o Coroldrio 5.1.13.2 estabelecem € que substituicdes de

varidveis diferentes das de y* ndo interferem na operagdo 6°. O que € de se esperar, pois em
A~ vale o seguinte resultado: (Ax,.M)[x_/ N] = Ax_.M[x_/N] (com r = s).

5.1.13.3 LEMA:
Seja e um vetor tal que lv(e)=I(r), ¢ h uma expressao em C;.

Entdo: hly*/ e] £ (6"h) [ e),. #

5.1.13.4 COROLARIO:
Seja e um vetor tal que lv(e)=I(r), ¢ h um vetor em C.
Entdo: (hly*/ e]), £ (0°h) (1 e),. ¢

A importancia destes resultados se da pelo seguinte fato:

Quando M —, N, entdo A = (Ax,.F)G < M foi substituido em N por F[x/ G]. Mas
segundo a atribuiciio de vetores 5.1.3«(1), se [Fl=f e [Gl]=g temos:

(i) LOwx,.F)GJ= h tal que (h), = (&) [ g), para (0 <i < W((x,.F)G)).

Além disso, o lema 5.1.15.1, que apresentaremos adiante, estabelece o seguinte
resultado, intuitivamente ja esperado:

(@) LFIx/ Gl = fly”/ gl.

Mas pelo Coroldrio 5.1.13.4 temos que (fly/gl); £ (&%) U g);. Em particular,
(fly*/ g1)y £ (&%) 11 g),- Ou seja, a expressdo atribuida a F[x_/ G] é menor, e portanto produz
um ordinal menor, que a atribuida a (Ax,.F)G. Temos aqui que no redex contraido a
atribuicdo de ordinais diminui. Basta portanto verificar agora que esta diminuicdo no redex
se estende ao termo inteiro, estabelecendo portanto que a expressdo atribuida a N seja
menor que a atribuida a M.

E olhando para o Lema 5.1.13.3 e Coroldrio 5.1.13.4 que temos que procurar
entender a complexa combinatéria das definicdes de (1 e 8%, e todo o método de Howard.

Estes resultados representam o ponto crucial do artigo para os nossos propositos.
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5.1.14 Lemas sobre Substituicao em £

Os dois lemas que apresentaremos aqui estabelecem propriedades das expressdes de
£com respeito a substituicdo e relacdo £. Estes lemas serdo utilizados na prova de que esta
diminuicdo das expressdoes que as redugdes provocam nos redex contraidos, que acabamos
de apontar como conseqiiéncia do Coroldrio 5.1.13.4, se estende ao termo reduzido. As
provas dos dois lemas sdo facilmente obtidas por indu¢do na complexidade da expressao h

de que eles tratam, utilizando-se apenas as definicdes de substitui¢do e os axiomas de £

5.1.14.1 LEMA:
Sejam a, b e h expressoes tais que b £ a. Entado: hlyi/ b] £ hlyi/ al.

5.1.14.2 LEMA:

Sejam a, b e h expressoes tais que: b £ a, hestda em C, e y; ocorre em h.

Entao: hlys/ bl £ hlyy/ a]. ¢

5.1.15 Resultados sobre a Atribuicao de vetores a termos de AR”

Os resultados aqui completam esta seqii€éncia de lemas do artigo de Howard. Apds
estabelecidas todas as propriedades sobre as expressOes e vetores, finalmente vamos
relaciond-los com os termos de AR® e provar que, segundo a relacdo £, as expressoes
associadas a cada termo diminuem com as reducoes.

Como estamos considerando apenas a atribuicdo de vetores a termos de AR” e ndo a
atribuicdo completa de Howard de vetores a termos de 7, as provas para este caso restrito
sdo portanto obtidas diretamente das provas originais de Howard, apenas desconsiderando
os casos que tratam das particularidades de 7 e considerando apenas os casos que tratam

das reducdes em AR".

5.1.15.1 LEMA:

Seja x, uma varidvel com ocorréncias livres em H. Seja F um termo do mesmo tipo
que x,, e sejam f e h os vetores associados a F e H respectivamente. Entdo h[y*/ f] € o vetor

atribuido a F[x/ H].
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A prova deste lema € obtida por indu¢do na complexidade de & e utiliza, além das

defini¢des de substituicdo e atribuicdo de vetores a termos, o Corolario 5.1.13.2.

5.1.15.2 TEOREMA:
Sejam F = (x,.P)Q e G=Plx/Q]. SelFl=felG=g, entio:
@, Z (), para (0 <iZ(f)). ¢

Este teorema estabelece exatamente o resultado que apontamos como conseqiiéncia
do Corolario 5.1.13.4. Sua prova €, como esbog¢ada nos comentarios daquele coroldrio, uma

conseqiiéncia direta de 5.1.13.4 e do Lema 5.1.15.1.

5.1.15.3 LEMA:

Se x, ocorre em H e | H.= k entdo y; ocorre em (h),. ¢

Este lema ndo consta da seqiiéncia de Howard, no entanto seu resultado, ndo 6bvio
a primeira vista, é utilizado na demonstracdo do teorema seguinte. Sua demonstracdo é
obtida sem dificuldades por inducdo na complexidade de h utilizando-se apenas das

defini¢cdes de 6%, [1 e da atribuigcdo de vetores a termos.

O teorema seguinte é o resultado principal do artigo. Representa exatamente a
Proposi¢do 5.1.3-(3) e assegura que as expressoes atribuidas aos termos de AR® diminuem
com as redugdes. Dessa forma, associando-o com a interpretacdo finitaria para £
apresentada em 5.1.2.3, temos uma atribuicdo finita de ordinais a termos de AR que
diminui com as reduc¢des. Temos portanto um Ordinal Natural para cada termo de AR”. A
titulo de esclarecer o papel de cada um dos resultados importantes da seqiiéncia que

apresentamos, esbocaremos a prova deste teorema.

5.1.15.4 TEOREMA:
Seja F —, G uma reducio restrita. Se | F |= fe| G = g, entio:
(@ (@), £ (), para 1<i<Db(f);
®) @) £ (o
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PROVA:

(?) Como A c F, é facil ver que existe um termo H tal que F = H[x_/ A], onde x_ ndo
ocorre em A.

(@) Seja (Ax,.P)Q = A > A’ = P[x/Q] a contracdo expressa em F —, G. Entéo,
analogamente a (i) temos: G = H[x_/ A’].

(iii) Considere: [Al=a, [A’)=b e [HI=h.

(@v) Por (i), (ii), (iii) e pelo Lema 5.1.15.1 temos:

f=LFl=[Hx/All = Ry al.
g=1Gl= [Hx/All= hly/b].

(v) Como x_ ocorre livre em H, pelo Lema 5.1.15.3 temos que y; ocorre em h,,.

(vi) Como h é vetor associado a um termo, entdo h estd em C. Logo, h, estd em C,.

(vii) Por (ii), (iii) e pelo Teorema 5.1.15.2 temos: b, £ a,, para 0 <i< lv(a).

(viii) Note que como A — A’, entdo A e A’ sdo termos do mesmo tipo. Além disso,
como Hlx/A] é termo bem formado, temos que A e x* sao do mesmo tipo. Logo, por
5.1.1.2, v(A) = Iv(A’) = Iv(x,) e portanto, por (iii) e 5.1.3-(1), v(a) = lv(b) = Iv(y®).

(ix) Pela Defini¢dao 5.1.10 de substituicao temos:

hly*/ al = (hylyy/ a,].. [y a.l, ..., h vy a,).. [yi/ a,]).
hly*/ b] = (holys/ bol.. [yi/ b.], ... b [y/ b,l.. [yi/ b,]),
onde, por (viii), n= lv(a)= lv(b)= lv(y*) e p= lv(h).

(x) Como, por (vii), b, Z a,, para 0 <i < n, aplicando n vezes o Lema 5.1.14.1 a cada

componente h; de h obtemos, por transitividade de £:
h,[ys/ byl.. [yi/ b,] £ hyly/ a,].. [yi/a,] , para (0 <j<v(h)) =419
(hly*/ b]); £ (hly*/ al) ,  para 0 <j<lv(h)) =,

(i) g, £f, para (0<j<D(f)), oqueprovao Item (a).

Como, por (i), x, ndo ocorre em A, entdo y: ndo ocorre em @ nem em b (1 <i < n).
Assim, a ordem das substitui¢des em h,[y;/ b,l..[yi/ b,] e h,lyy/ a,l..[y:/ a,] ndo importa,
portanto:

(id) hylyg/ bollyi/ by.. [yi/ b,) = hy[yi/ b,]...[yi/ b 15/ b,] €
hyy/ a,llyi/ a,].. [y a,] = hylyi/ a,]...[y% a llyy/ a,].
Como, por (vi), h, estd em C, e por (iii), b e a estdao em C, entdo, pelo Lema 5.1.12.3,

temos que h,[y:/ b,)..[y*/ b,] estd em C,. Além disso, como por (v), yi ocorre em h,, é claro
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que y; também ocorre em h,[y:/ b,]..[yz/ b,], pois y5 ndo € uma das varidveis que sofreram
substituicdo. Portanto, como por (vii) b, £ a, podemos aplicar o Lema 5.1.14.2 em
h,[yi/ b,]..Iy5/ b,]1 = hy[yi/ b,]...[y%/ b 1[yi/ b,] € obtemos:
(xiii) holyy/ bollys/ b,].. IyE/ b, £ hilyi/ a llyi/ b,l.. [z b,].
Repetindo n-1 vezes este argumento temos:
(xiv) holys/ bol.. [yi/ b,] £ ho[yy/ a,).. [V a,] = (5.1 10
(hly*/ b), £ (hly™/ al)y = v
) & £ fo.

Portanto, por (ix) e (xv) demonstramos o teorema. ¢

5.1.16 Extensao dos Resultados de Howard para Reducoes Gerais

O sistema 7 de Godel ndo é formalizado em AR, mas em A>. Entdo, para o artigo de
Howard funcionar, mesmo para os seus propdsitos originais, ele precisa estender seus
resultados para abranger as reducdes gerais (Defini¢do 5.1.1.5). Em outras palavras, ele
precisa provar um teorema similar a 5.1.15.4, no qual o redex contraido possa ser um
subtermo, e ndo apenas um I-subtermo. Com este resultado terifamos como conseqiiéncia
nao um Ordinal Natural para AR”, mas um Ordinal Natural para A°.

Howard propde uma maneira de estender seus resultados para o caso das reducdes
gerais através da definicdo de uma atribuicdo ndo univoca de vetores a termos. A nova
atribui¢do difere da anterior (5.1.3-(1)) apenas para o caso de termos do tipo: Ax".H. Para

este caso ele define:

(DL Ax"H] = 8%d + h[y*/ e], onde:
e=(1,..,1) com ()= l(y),
h é qualquer vetor atribuido a H,
d ¢ qualquer vetor atribuido a um termo D tal que D se reduz a H por um

nimero finito de passos(D=D, > D, »>...—>D,=H e kecw).
Com esta nova atribuicio, [ Ax.F ] ndo corresponde a um vetor especifico, mas a um

conjunto enumerdvel de vetores, com um vetor distinto para cada atribuicdo d de cada

termo D distinto que se reduz finitamente a H. Genericamente, qualquer termo F que
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possua alguma subférmula do tipo Ax.G terd uma quantidade enumeravel de vetores a ele
atribuidos.
Howard, utilizando esta nova atribuicdo de vetores, prova entdo um teorema

substituto de 5.1.15.4 para o caso das redugdes gerais.

5.1.16.1 TEOREMA:
Seja F —, G uma reducéo geral.
Seja f algum vetor atribuido a F por 5.1.16-(1).

Entao existe um vetor g atribuido a G tal que:

©. £ (.. para 1<i<lev(f) e @) Z (.

5.1.16.2 COMENTARIO: Restricao da Extensao dos Resultados de Howard

A nova atribuicdo de vetores a termos permite uma quantidade enumerdvel de
vetores atribuidos a um tdnico termo. O Teorema 5.1.16.1, dada a reducdo geral F — G,
nao exibe qual dos possiveis vetores g atribuidos a G satisfaz (g), £ (f),, apenas mostra que
existe um vetor g que satisfaz tal propriedade. Portanto, 5.1.16.1 € apenas um resultado
existencial. Ao contrario, 5.1.15.4 é um resultado construtivo, que exibe exatamente qual o
vetor que satisfaz a propriedade desejada.

Para a obtenc¢do de normalizacdo forte para A>, este resultado existencial € suficiente,
pois assegura que para cada seqiiéncia de reducdo F, > F, > F, — ... existe uma
seqiiéncia de numeros naturais relacionados a cada termo da seqiiéncia de reducdo tal que
f> f> f;... . Portanto, toda seqiiéncia de reducdo termina.

Apesar de conter um resultado de normaliza¢do forte para A>, ndo podemos dizer,
no entanto, que o artigo de Howard apresenta a definicdo construtiva de um ordinal
natural para A>, pois, seguindo os seus passos, ndo sabemos como construir, para cada
termo, este nimero que diminui com qualquer reducdo. Sabemos que existe um entre uma
lista enumerdvel de possibilidades que Howard nos oferece, mas ndo sabemos exatamente

qual é.
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5.1.17 Comentarios Finais sobre Howard[1968]

Como vimos, o artigo de Howard foi escrito com o objetivo de realizar uma anélise
ordinal da aritmética intuicionista de primeira ordem, formalizada pela teoria de funcionais
de tipos finitos 7, de Godel, que por sua vez pode ser formalizada em célculo lambda
tipificado. Realizar uma andlise ordinal de uma teoria formal T significa identificar o
“tamanho” dos recursos infinitos necessarios para provar a consisténcia de 7. No caso da
aritmética intuicionista de primeira ordem 4/, Howard provou, através da teoria 7, que,
admitindo induc¢do transfinita até o ordinal g,, conseguimos demonstrar a consisténcia de
/. Tal resultado é o mesmo obtido por Gentzen[1938], que utilizou uma formalizagdo de
A em calculo de seqiientes.

Neste estudo que fizemos do artigo de Howard, desconsideramos as peculiaridades de
7 e focalizamos apenas os seus resultados aplicados as reducdes-§ em A>. Agindo deste
modo encontramos, como conseqiiéncia imediata dos resultados de Howard, a prova do
Teorema de Normalizacido Forte para A>.

Até bem pouco tempo atrds ndo tinhamos conhecimento de nenhum outro trabalho
que apontasse, como conseqiiéncia do artigo de Howard, uma prova de normalizacio forte
para A>. Recentemente tivemos noticia da dissertacdo de mestrado “Abschdtzung der
Berechnungskomplexitdiit von Godels T und seinen T eilsystemen”, de Gunnar Wilken, defendida
em agosto de 1998 na Universidade de Miinster, que, segundo o autor, aponta a
normalizacido forte de A como uma das conseqiiéncias do artigo Howard[1968]. Wilken
realiza um bonito trabalho sobre a teoria 7 de Godel, quando formalizada em A>, que tem
por base o artigo Howard[1968]. Utilizando os resultados de Howard ele define uma
atribuicdo numérica finitdria I a termos da teoria 7 que diminui com as reducdes:

Para 1, e t,, termos de 7, Wilken demonstra que:

It,)< o.
t, > t, = It)> It,).

Como conseqiiéncia deste fato Wilken demonstra a normalizagdo forte de 7 e ainda

apresenta uma estimativa para a complexidade do comprimento das seqiiéncias de redugao

para 7.
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A primeira vista, o resultado de Wilken reduz de &, para o a andlise ordinal da
teoria 7. No entanto, como comentamos no inicio desta se¢do, a normalizacdo forte de 7~
implica em uma prova finitaria da consisténcia da aritmética intuicionista de primeira
ordem A, o que contraria o Teorema da Incompletude, de Godel. Como explicar entdo o
resultado de Wilken? A resposta estd na utilizagdo de uma funcao de colapso de gy em o (y:
g — o) introduzida por Weiermann[1998].45 Wilken utiliza uma versdo suavemente
modificada da atribuicdo de Howard de ordinais menores que g, a termos de 7 ¢ aplica a
estes ordinais a funcdo de colapso de Weiermann, obtendo assim um ordinal natural / para
termos de 7 e, conseqiientemente, a normalizacdo forte de 7. No entanto, a fun¢do de
colapso ¥ ndo é computdvel, € apenas gy recursiva. Dessa forma, a prova de Wilken de que
para cada termo de 7 existe uma seqiiéncia de redu¢do finita que termina em um termo
normal ndo €, ela prépria, finitdria, pois sua atribuicio numérica I(t;) necessita de pelo
menos g, passos para encontrar um numero natural que diminua com as redugdes de z,.
Assim, ndo podemos dizer que o resultado de Wilken reduz de g, para ® a analise ordinal de
7, pois as seqiiéncias de redugdo finitas indicadas por Wilken, que normalizam os termos de
7, ndo podem ser obtidas finitamente.

De qualquer forma, o trabalho de Wilken € bastante engenhoso e exigiu um
conhecimento profundo do artigo Howard[1968], além do que, aponta para um dado
bastante importante sobre provas de normalizacdo forte via ordinal natural: a complexidade
da atribui¢cdo numérica utilizada. Um resultado de normalizag¢ao forte, via ordinal natural,
que tenha sido obtido por uma atribuicdo numérica de complexidade nao finita tem
significado restrito. Ou seja, a complexidade da atribuicdo numérica aos termos é tdo

importante quanto o comprimento das seqiiéncias de reducgao.

45
Weiermann[1998] apresenta os mesmos resultados que Wilken apresenta para a teoria /, no entanto

Weiermann utiliza uma formalizacdo de 7 em ldgica combinatéria, e como conseqiiéncia disso, obtém seus

resultados de modo mais simples que Wilken.
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§2 O Artigo Vrijer[1987]

Neste artigo o autor demonstra o Teorema de Normaliza¢do Forte para o sistema A
de calculo lambda tipificado de duas maneiras: na primeira e mais direta delas, ele atribui
para cada termo M um ndmero natural que é limitante superior para o comprimento de
todas as seqiiéncias de reducdo para M. Através de um refinamento deste método, Vrijer
obtém uma segunda atribui¢do que, para cada termo M de A>, calcula exatamente o
comprimento da arvore de reducdo de M. Tal expressdo calcula “o nimero de passos de
uma seqiiéncia de reducdo para M de tamanho méximo”46. Esta seqiiéncia de redugdo de
tamanho maximo ¢é obtida aplicando-se a estratégia perpétua, definida em
Barendregt[1990] que, para cada termo de célculo lambda livre de tipos, sempre acha uma
seqiiéncia de reduc¢do infinita, quando existe uma.

Por se aproximar mais da nossa definicdo de o(r) para o caso de Deducdo Natural,
vamos aqui nos ater a esta segunda atribui¢do, denominada de estimativa exata. Quanto a
primeira atribuicdo, a estimativa frouxa, apenas apresentaremos sua definicdo e alguns
comentarios.

A estimativa exata [M] é definida de modo a conter uma expressio para o
comprimento da arvore de reducido de M, denotado por (M) e, além disso, conter todas as
informagdes necessdrias para calcular a estimativa exata para o termo MN a partir da
estimativa de N, se o termo aplicativo MN for bem formado. Mais explicitamente: Se M é
termo do tipo ADB, entdo a expressdo [M] denota o par (f, m), onde m € um nimero que
indica a altura da arvore de redugdo de M (m= h(M)), e f é um funcional tal que a equagdo
fIN]= [MN] é valida para cada termo N do tipo A. Se o tipo de M é atémico, entdo [M]
apenas denota a altura #(M). Assim, denotando [M]=({[M]’, [M]*), o objetivo principal do
artigo € demonstrar que [M]*= A(M), ou seja, que a estimativa exata [M] de fato calcula
exatamente o comprimento da drvore de redugdo para M.

Estes pares de que estamos falando (([M]’, [M]*)) pertencem a uma hierarquia muito

semelhante a hierarquia dos funcionais de tipos finitos, bastante estudada por Kleene. Tal

Cf. Vrijer [1987], p. 479. Na verdade, o resultado de Vrijer é obtido para um sistema mais simples que
A>, e que possui apenas um tipo bésico, ao invés de uma quantidade enumerdvel deles. No entanto, seus

resultados se aplicam diretamente para A~ e vamos descrevé-los neste sistema.
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hierarquia foi chamada por Vrijer de hierarquia dos funcionais de tipos finitos hereditariamente
rotulados, ou, mais abreviadamente, de funcionais rotulazdos.47

Apresentamos a seguir a seqiiéncia de defini¢es e resultados do artigo relativos a
estimativa exata. Nosso principal objetivo € esclarecer totalmente o método utilizado pelo
autor, e para tanto nao nos preocuparemos com as demonstracdes dos resultados, mas com
explicacOes intuitivas das motivagdes e conseqiiéncias tanto dos resultados parciais quanto
das definicdes. No entanto, apresentaremos algumas demonstracdes quando julgarmos

oportuno para a compreensao do método. Algumas destas provas, inclusive, ndo foram

desenvolvidas originalmente no artigo.

5.2.1 DEFINICAO: Os Funcionais Rotulados
A colecdo de funcionais rotulados do tipo A, L,, é definida por indug@o nos tipos da
seguinte forma:
L,= o,
L

s-c = (Lg—Lo) x o,

onde: o denota um tipo atdmico qualquer,
® o conjunto dos nimeros naturais,
x 0 produto cartesiano e

— o0 espaco de fungdes.

5.2.1.1 NOTACOES:

(@) Denotaremos f € Lg o por f=(f,f*)talque f: Lg—>L. e ffeo.

(b) Dados feLg € geLg a notacdo f°g denota o funcional pertencente a L, obtido
da aplicacdo do componente funcional de f'a g.

(c) Muitas vezes, por abuso de linguagem, denotaremos f” apenas por f. Dessa forma
a notagdo fg é uma abreviacdo para fg.

(d) Como regra, os subindices de tipos serdo omitidos sempre que for possivel fazé-lo

sem causar confusdo. Assim, felL significa que felL, para algum tipo A. Também, ao

47
Para uma introducio a teoria de funcionais de tipos finitos ver Kleene[1959], Kleene[1978].
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escrevermos uma expressao do tipo fg, estamos assumindo os tipos apropriados, ou seja,

para certos tipos A e B, feL, g e gel,.

5.2.1.2 EXEMPLOS:
() Loso= LomL)xo= (0>0)X 0 €
feL, = f=<ff*> talque fo—>o0 e ffen.

(1) L (onoysi0m0) = Lono —> Loso) X ® (T) (0—>0) x ®) > (0>0) X ®) X O e

8€ L onoysiomey = &< &8> talque g: (0—>0)x ) = (0—>0) x 0) e gfeo.

5.2.2 DEFINICAO: A Operacio +,
Para feL, e ne® definimos (f +, n)e L, por indu¢do em A da seguinte forma:

m+_n= m+ n,

[+ n=< Ag.(fe+g n), f*+ n> (com gel,).

5.2.2.1 OBSERVACOES:

(@) O simbolo A € usado aqui para abstracdo funcional na metalinguagem, ou seja,
estd fazendo o papel que o simbolo A faz na sintaxe de A-calculo.

(b) Como estamos lidando com funcionais sobre ® que possuem caracteristicas
extensionais tanto quanto as func¢des da aritmética, vale na semantica as redugdesn, e
portanto Ag.fg=f. Assim, a notacdo Ag.(fg+g n) representa uma maneira de dizer que
estamos somando n a “expressdo” da parte funcional de f. Ou seja, Ag.(fg+z n) representa
um funcional que além de efetuar todas as operacoes descritas na expressao de f, realiza mais
uma (+g n).

(c) Note que se fel, g, entdo, como gel,, temos que fgelg e (fg+g n)elg. Logo,
Ag.(fgtg n) € Lo

(d) Demonstra-se facilmente, por indug¢dao nos tipos, que +, satisfaz as seguintes
propriedades:

@ (f+ mg=fg+ n;
(@) (f+ ny*= f*+ m;
@ fA+0=f

@) (f+ m)+ n= f+ (m+ n).
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5.2.2.2 EXEMPLO:
Sejafe Ly, f=(Am.(m+ 2),3) (Note que mew, (Am.(m+ 2)) € >0 e 3eo).
Assim, f+,, 3= (Am.(m+ 2),3) +,_, 3
= (Am.((m+ 2)+3), 3+ 3)
= (Am.(m+5),6) € L ..
5.2.3 DEFINICAO: Funcionais Minimamente Cumulativos
Por inducdo nos tipos definimos, para cada new, o funcional minimamente cumulativo
Ael, da seguinte maneira:
¢ = n,

n

AP = < AL, > (com fel,).

n

5.2.3.1 PROPRIEDADES:

Com relagdo a estes funcionais demonstra-se as seguintes propriedades:

@ Cf1oa= Coreprr.. eye (acumulacdo);
D) (¢ fy--f)F = fif+ o+ f.* (caso particular de (7));
©cG+m= cp
Vejamos, como ilustracdo, as provas de (a) € (¢).
PROVA :
e JItem (a)
Cfifn= (((cfL)2)--- N (por convencao de parénteses)
Mas pela Definicao 5.2.3:
Ghi= Wi = Cuas

por p-redug &
Assim, ¢ f;..[,i= ((Corgyu)f2)- - W
Dessa forma, aplicando-se m vezes a Defini¢do 5.2.3 temos:
Cfrfu= Corepre tgr -
e Jtem (¢)
Inducdoem A.
BASE: (A= o)
o+ m 533 ntm = c

n+m*

523

PASSO: A =B>oC
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H ->C %k _ CB:C %k _ _ SC\sk
i +m = +m = n+tm = .
O ) 5.2.2.1-(d)ii) @) 52.3 52.3 (Carn)

Além disso, se feLg, entdo:
(i) (&°+ m)f 52100 Chm = L+ m.
Mas por hipétese de inducio:
i) oot M= Cpprn = G35
Portanto, por (ii) e (iii) temos:
(°+ m)f = =Y. Rigorizando a notagio: (°+ m)f= (B2°)f.

Logo, por extensionalidade dos funcionais:

() (% m) = (o)

Assim, por (i) e (iv) temos: &+ m = &2C. ¢
5.2.4 DEFINICAO: Atribuicdio de Funcionais a Variaveis x*
Seja x* uma varidvel de A> do tipo A. Uma atribuicdo v associa o valor v(x*)eL, para
cada variavel x*.
Seja feL. Utilizaremos a notacdo v(x/ f) para a atribui¢cdo que corresponde a v para
qualquer argumento com exce¢do de x, para o qual v(x/ f) associa o valor f. Assim temos:
vl H)= 1
v/ Hy)=v(y) se y # x.

5.2.5 DEFINICAO: Estimativa Frouxa

Seja M um termo do tipo A. A estimativa frouxa relativa a atribuicao v {M}, € L, é

definida, para uma atribui¢do v qualquer, por indu¢ao na complexidade de M, da seguinte

forma:
O {xky = v(x);
@) {MM.}, = {M}{M,}:
i) (AWAM Y, = (AfAMo}o x/ey+ 5+ 1, Mo}y (x/ety *) (com fELy).

Considere e a atribuicdo definida por e(™=c5. A estimativa frouxa {M} para um
termo M € definida por: {M}= {M},.
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5.2.6 DEFINICAO: Estimativa Exata

Seja M um termo do tipo A. A estimativa exata relativa a atribuigio v [M],eL, é

definida para cada atribuigdo v, por indugio na complexidade de M da seguinte forma:
O [xl v(x);
@ MM, = [Mg][M, ]
@) x> M), = (AfIM, ]+ 5+ 1, [M ], *) (comfelL,) , se x¢& FV(M,), e
MMl (x/eyt 15 IMoly (x/cy ™) (com feL,) , se  x € FV(M,).

Considere e a atribuicdo definida por e(*)= . A estimativa exata [M] para um termo
M ¢ definida por: [M]= [M]..

5.2.6.1 OBSERVACAO:
Note que se x ¢ FV(M), a atribuicdo v e a atribuig¢do v(x/f) tém o mesmo efeito sobre

M e, portanto, [M] = [M], -

5.2.6.2 EXEMPLOS:

Vamos, a titulo de ilustracio, calcular a estimativa exata para os seguintes exemplos:

@yl = (ALl 1L ) (comfel,) (4 que y° & )
5300 (Am.e(y°+ m+ 1 , e(y°)*) (pois feL, = f= mew)
= (Am.+m+ 1, %) (pois e(™)= )

3 (Am.m+ 1 ,0). 0

o(b) [Axe=e.(hy°.x(xy))].
(@) [Ax==e.(hy° xCey)] = (Af[AY°X0D)]e (x/5)F 1o MY XOD)]a (37 cgoo) *)-
(”) [}\*yo'x(xy)]e (x/£) = <Am-[x(xy)]e(x/f) (y/m)+ 1, [X(x)’)]e (x/£) (y/c8) *>
@) [XO]e (x/ ) (yrm = [Xle(xsg) (rrm (Xex/8) (yrm) Ve /) (prm) = fim).
(@v) [x(xy)]e(x/f) (y/cg) ™ [X]e(x/f) (y/cg) ([X]e(x/f) (y/cg) [Y]e(x/f) (y/cg)) = fifeo)=ff0).
(V) [Kyo'x(xy)]e(x/cgﬂo) * (|:|) [x(xy)]e(x/chO) (y/cg) * (ﬁ) CﬁDo(CﬁDocﬁ) = cg°°c§ = Cﬁ = 0.
Por (i), (iii) e (iv) temos:

Vi) (Ay* x0W)]e (x/ ) = (Amfifmy+ 1, f(f0)).

Por (i), (v) e (vi) temos:
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[Axe=e.hye x(ey)] = (Af{Am f(fimy 1, f(fO)+ 1, 0).
= (Af(Am fifm)+ 2, fifO)+ 1), 0). [

o(0) [Ax@°oy° x(xy)Aze.z] = [Ax°y°.x(xy)l[Az°.2]

5.2.6(ii)

=, (M{Amfifmy 2. ffOR DXAn.n+ 1.0)

(a)e(b

=  (Am.(An.n+ 1)(An.n+ Dm)+ 2 , (An.n+ 1)((An.n+ 1)0)+ 1)

redugéo-f

(Am.(An.n+ 1)m+ 1+ 2, (An.n+ 1)1+ 1)
(Am.(m+ 1)+ D+ 2, (1+ 1)+ 1)

(Am.m+ 4 ,3). ¢

5.2.7 COMENTARIOS: Entendendo a Definicao 5.2.6

A expressio para [M] apresentada em 5.2.6 deve ser compreendida como uma
contagem dos passos da reduc¢do de M de acordo com uma estratégia maximamente nao
econdmica, que jamais permite um caminho curto quando uma rota mais longa possa ser
efetuada. A estratégia contida nesta definicao é exatamente a estratégia perpétua definida em
Barendregt[1990] §13.4, que, em calculo-A livre de tipos, para cada termo M sempre
encontra uma seqiiéncia de reducdo infinita, se houver uma. No caso de célculo-A tipificado
espera-se que esta estratégia produza, para um termo M, uma seqiiéncia de reducdo de
tamanho méximo, cujo comprimento portanto é h(M).

Analisemos cada uma das trés clausulas de 5.2.6, comecando com a segunda.

(@) Entendendo 5.2.6-(ii):

A clausula (ii) da Definicdo 5.2.6 descreve o comportamento da parte funcional da
estimativa exata. Ela assegura que a estimativa [M]= ([M]’, [M]*) para o termo M néao apenas
contém o valor para h(M), que é [M]*, como também contém um funcional ((M]) que
calcula a estimativa de MN, a partir de [N], para todo N, tal que MN € bem formado.
Assim, se M = M;M,, entdao [M]= [M,M,]= [M,]'[M,]= [M,][M,]. Dessa forma, o que 5.2.6-(ii)

faz € descrever o comportamento da parte funcional da estimativa exata.

230



(b) Entendendo 5.2.6-():

Considere o termo xM,..M_. Note que, colocando os parénteses, temos
(...(eM)M,)..OM,. Note também que em xM, s6 ocorrem os redex de M,, pois o termo
aplicativo xM, s teria novos redex além dos de M, se x fosse um termo da forma Ay.N. Da
mesma forma, (xM,)M, s6 possui os redex que ja ocorriam em M, e em M,, pois xM, nédo é
da forma Ay.N. Assim, o termo xM,...M_ possui apenas os redex internos a cada M,, e a
reducido de algum deles s6 afeta o préprio M; onde o redex ocorre, provocando um
distirbio apenas local. Dessa forma, se M,,..., M_ sdo fortemente normaliziveis (dos tipos
apropriados), entao xM,...M_ também o é. E mais ainda, o comprimento iA(xM,...M,) é dado
pela equacdo A(xM,..M_)= h(M,)+ ...+ h(M,). Isto ajusta-se com o fato de que:

[xM,...M_]* 5_2_:6(ii)([x][Ml]”'[M‘"D* 5;s(i)(co[Ml]...[Mm])”< 52510) M, T*+ ...+ [M,_]*.
A clausula 5.2.6(i), juntamente com 5.2.6(ii), garante portanto que a estimativa exata

se comporta adequadamente no tratamento das variaveis.

(c¢) Entendendo 5.2.6-(iii):

E claro que h(x* M)= h(M), o que se ajusta ao fato de que, quer x ocorra livre ou

ndo em M, P®. MJ* = [M]*, pois e(x/ &§)=e(x). Quanto a parte funcional de [Ax.M], ela se

5.2.6(ii)
objetiva a que saibamos como calcular a estimativa para um termo do tipo (Ax.M)N, a partir
da estimativa [N] para o termo. Devemos portanto entender a clausula 5.2.6-(iii) como uma
tomada de decisdo sobre qual redex deve ser reduzido em um termo do tipo (Ax.M)N, de
modo a obtermos uma seqiiéncia de redu¢do de tamanho méaximo.

Se x ¢ FV(M), entdo a seguinte reducdo se aplica: Ax.M)N — M. Assim, para ndo
prejudicarmos o potencial de passos de redugéo, o redex (Ax.M)N nédo deve ser contraido até
que N esteja na forma normal, pois N desaparece na redugdo de (Ax.M)N. Isto sugere que, se
x ¢ FV(M), entdo h(Ax.M)N)= AN+ h(M)+ 1, pois a seqiiéncia maximamente nao
econOmica para (Ax.M)N inicialmente normaliza N (computado em A(N)), contrai o redex
(Ax.M)N’, onde N’ representa a forma normal para N (computado em + 1), e finalmente
normaliza M, que € o resultado da contracdo de (Ax.M)N’ (computado em A(M)). Tal fato

estd totalmente de acordo com o que ocorre em 5.2.6-(iii) quando x ¢ FV(M). Veja:
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[cMNF = (O MINDF | = (MM o+ DIND

2.6( 2.6(ii)

= ([MJ+ [NJ*+ 1)* = [MT*+ [N]*+ 1.

reducao—f 5.2.2.1(d)—(ii)e(iv)

Por outro lado, se xe FV(M), (Ax.M)N — MIx/ N]. Assim, € melhor ndo executar
reducdes dentro de N antes de contrair (Ax.M)N, pois a redugdo de (Ax.M)N multiplica N em
M tantas vezes quantas forem as ocorréncias de x em M. Assim, suponha que A(N)= 1, e que
existam 5 ocorréncias de x em M. Uma seqiiéncia de redug@o para (Ax.M)N que atue em N
antes de contrair o redex (Ax.M)N terd pelo menos quatro passos a menos que uma
seqiiéncia que primeiro contraia (Ax.M)N e depois reduza cada uma das 5 copias de N em
MI[x/ N]. Isto sugere que se xe FV(M): h(Ax.M)N)= h(M[x/ N])+ 1, ou seja, a primeira redugdo
que devemos fazer, para ndo prejudicarmos o potencial de redugdo do termo é a de (Ax.M)N.
Tal fato esta totalmente de acordo com o que ocorre em 5.2.6-(iii) quando x ¢ FV(M).

Veja:

[Cux. MINT¥= ([Ax.MIIND*= (Af.IMIq (x/ 2+ DIND*
= ([M]e(x/[N])+ ly*= [M]e(x/[N])*"' 1 ;_8 [M[x/ NJJ*+ 1.

veremos
adiante

Note que a diferenca entre a estimativa exata e a estimativa frouxa, definida em
5.2.5, é que a estimativa frouxa trata os dois casos possiveis para 5.2.6-(ii/) como um unico
caso onde as duas possibilidades sdo somadas. Assim, a estimativa frouxa excede o valor
exato de h(M). No entanto, ainda que excedendo este valor, Vrijer provou que {M}* é

limitante superior finito para A(M) que diminui com as redugdes, ou seja, que {M}* &

ordinal natural para A>.

Apresentaremos agora, em detalhes, a demonstracdo de que [M], (,/n;)= [MIx/ N]],.
Faremos isso nao apenas porque este resultado € importante para a compreensio intuitiva
da defini¢do da estimativa exata, mas também porque é uma prova simples que aparece
apenas esbocada no artigo de Vrijer e pode ser tomada como um modelo para a estrutura

geral da maioria das provas do artigo.
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5.2.8 LEMA: da Substituicio
[M[X/ N]]v: [M]V(x/[N]V)‘
PROVA: Indugio na complexidade de M
BASE: (= ")
CASO 1: y#x
[Mx/ NI, = I/ NI, = [vle = v = v/ INLG) = Do e/ iNg = My (s tN149 -
CASO 2:y=x
IMlx/ NI, = [xlx/ NIl = [N], = v/ INJ®) = o/ N1 )= ML (/N7 09 -
PASSO:
CASO I: M=M,M,.
[MEx/ N1I,

(M, M)/ N1, (por hipétese do caso)
[(M,[x/ NDYM, [x/ ND)],, (por def. de substituigfio)
[Molx/ NIIIM, [x/ NI, (por 5.2.6-(ii)

[Molv(x/ 1N1) M1y s/ (N7 oy (PO HI)
MM 1, (x/ N1 ) (por 5.2.6-ii))

= [MIy (x/iN14) (por hipétese do caso).
CASO 2: M=2y.M,

Pela convencdo de varidveis temos:
@y#x e yg FV(N).
SubCaso 2.1: y € FV(M)

[M[x/ N1, = [(Ay.My)lx/ NT1,, (por hipétese do caso)
= [Xy.(Mo[x/ NDI, (por def. de subst.)
= (AfIMg[x/ N]ly(y/ 5+ 1, [Mo[x/ N]]V(y/co)*> (5.2.6-(iii))
= (MIMolo g/ (x/ iNTorent 1> IMoloyrey) 2/ INTo (7o) ™) PO HD
= (N Moloiyra rinin+ 15 IMolo(yrey) (xrinr ™ (@ = INL= NIy (y/q))
= (A Molo /Ny (rrt 1 s Molvay N1 (976 ™) (@ = v07 9 INT)= v/ NI 9)
= [Ay.-Myly(x/N14) o M5 (x/ IN1 ) (5.2.6(ii)) .

caso

SubCaso 2.2: y ¢ FV(M)
M/ N1l, = [(Ay.MyIx/ NTl,, (por hipétese do caso)

[Ay.(M,[x/ NDI, (def de subst.)
(AL IM X/ NTJ+ 5+ 1, [M[x/ N11,*) () = y & FV(M,[x/ N]) e por 5.2.6-(ii))
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M IM o/ iNj oy F 5+ 1, [Moly (47 1np o) *) (ip. indugio)

Ay-Molo s inra =0 Mloqer ing - (5.2.6+i)) . ¢
caso

5.2.8.1 COROLARIO: Uniformidade da Estimativa
Se [N,]= [N,], entdo [M[x/ N,]]= [M[x/ N,]].
PROVA: Imediata a partir de 5.2.8. &

Se admitirmos como ja demonstrado que [M]*= (M), entdo o Corolario 5.2.8.1 esta
afirmando que AN,=hN,) = AM/N,]) = AMI[x/N,]), o que significa dizer que o
comprimento da d4rvore de derivacio para um termo depende uniformemente dos
comprimentos das arvores de derivacdes de seus subtermos constituintes. Este, segundo
Vrijer, € um resultado inédito, ndo derivado de nenhuma outra prova de normalizac¢do forte

para A°.

Para poder provar que [M]*=h(M), Vrijer utiliza o fato de que os funcionais
rotulados que satisfazem a defini¢do 5.2.6 pertencem a uma classe C < L que é cumulativa,

com relacdo a operacdo +,, e monotona segundo as relagdes < , e <, que definiremos a

seguir.

5.2.9 DEFINICAO: Funcionais Hereditariamente Cumulativos “Monétonos”
As colegdes C, sao definidas simultaneamente as relagdes < , € <, por indu¢do em A
da seguinte forma:
(O)C=L,; m< _ n < m<n m<,n < msn.
(i) Cpog= {f€eLpg | as condigdes (a) a (d) abaixo sdo satisfeitas}.
(@) (VgeC,) (fgeCp) (fechado p/ aplica¢do);
D) (Vg, geCp) (g< o & = fe< gfg) (< -monotonicidade);
(©)(Vg, geCp gZa & = f25:12) (S-monotonicidade);
d) (VgeCp) (fe)* 2 f*+ &%) (acumulagdo).
(i) Para f, g € Cpp,
@) f< aos &8 & (VheCy) (fh< g gh) A (f*< g%);
b)f <ap &8 & (VheCy) (fh<g gh) A (f* < g%).
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5.2.9.1 COMENTARIOS:

(@) C = U,C, ¢ fechado para aplicacoes (condicio (ii)(@)), € < , € <, sdo transitivos
(o que € facilmente verificavel por indu¢do nos tipos).

(b) Poderiamos ficar tentados a pensar que f < g pudesse ser definido simplesmente
como: f< gou f= g. Este é o caso, € claro, para os tipos bdsicos, mas ndo para tipos maiores.
Como um contra-exemplo em o0oo considere os funcionais f= An.n e g= An.n?. Neste caso f
<gmasf#ge fd g

(¢) < -monotonicidade e <-monotonicidade sio predicados independentes; um nao
implica no outro. Como contra-exemplos: fun¢des constantes sio <-monétonas mas nao
< -monétonas. Um funcional do tipo (0o0)0o0) que é < -mondétono mas nido € <-
mondtono pode ser definido por: filAn.n*)= An.n?, fg= An.gn+ 1 se g # An.n®.

(d) Freqiientemente escreveremos f > g para g< f, e f> gpara g< f.

Com excecdo do Item (viii), o lema seguinte, juntamente com os resultados
apresentados em 5.2.2.1(d), estabelece propriedades sobre < ,, <, € +,, que ddo a estes
simbolos um comportamento semelhante ao que conhecemos na aritmética. O Item (viii),
por sua vez, é conseqiiéncia de (vii) por inducdo em n, e ndo tem correspondéncia na
aritmética por se referir a operacao de aplicagdo, exclusiva dos funcionais. As provas de cada
item sdo simples e feitas por indu¢@o nos tipos ou em algum nidmero natural envolvido na

operacdo, utilizando apenas as defini¢des e os itens anteriores.

5.2.10 LEMA:
(?) C é fechado para + .
(f<g=frm< gtm;, f<g = f+Hm<gtm.
@iym<n = f+rm< f+n;, m<n = f+m<f+n.
@v)ym>0 = < f+Hme f<f+m.
Wf<f.
vf<g = f<g
if< g<h = f<h, f<g<h = f<h.
i) f> g = f=2g+ 1.
@ix) flg+ n) = fg+ n. ¢
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No lema seguinte, o item (i) estabelece que os funcionais & definidos em 5.2.3
pertencem a hierarquia C de funcionais mono6tonos, ou seja, que eles respeitam as restricoes
de monotonicidade e acumulacdo da Definicdo 5.2.9. Os Itens (i) e (iii) estabelecem

propriedades destes funcionais.

5.2.11 LEMA:
(i) & € C para qualquer A e n.
([iym< n = A< A

Giym<n = A< o

O lema seguinte explica o sentido de chamarmos os & de funcionais minimamente

cumulativos. Sua prova € obtida facilmente por indu¢do em A. O coroldrio do lema mostra

que os verdadeiros elementos minimais na classe C sao os c,.
52.12 LEMA: feC, = f> k. ¢
5.2.12.1 COROLARIO: fe C, =f>c o

5.2.13 NOTACAO:

Uma atribuicdo v para a qual todos os seus valores estio em C é chamada de
C-atribuicdo. A atribuicio e definida em 5.2.1.2 (e(*= c}) é uma C-atribuicio devido ao
Lema 5.2.11.

No Item (i) do lema seguinte provamos que os funcionais que representam a
estimativa exata para qualquer A>-termo M pertencem, de fato, a hierarquia C. Ja o Item (ii)
estabelece algumas propriedades da estimativa exata quando lidamos com C-atribui¢des do
tipo v(x/f). A prova deste lema é feita por indu¢do na complexidade do termo M. Por

possuir muitos casos € extensa, mas utiliza apenas as defini¢cdes e os resultados anteriores.

5.2.14. C-Lema
(@) [M],eC para qualquer C-atribuicio v.
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(i) Se xe FV(M) e f, geC,, entdo:
(a) [M]v(x/f) 2 [M] v(x/co)+f*;
) f< &8 = Mly/ < Mly(x/g3
(C)fS 8§ = [M]V(x/f) < [M]v(x/g)' ¢

5.2.14.1 COMENTARIO: Finitude da Estimativa Exata

O Item (i) do lema acima estabelece que os funcionais que representam a estimativa
exata para qualquer A>-termo M pertencem, de fato, a hierarquia C. Este resultado é de
extrema importancia, pois como C < L e [M]eC entdo [M]eL. Mas se [M] € L, pela
Definicdo 5.2.1 de L, temos que [M]* € ®. Logo, o Item (i) acima assegura que para
qualquer termo M, [M]*ew®. Portanto, a estimativa exata para qualquer termo M € finita.
Basta agora apenas provarmos que a estimativa exata diminui com as reducdes para

obtermos a normalizacio forte e completarmos os resultados de Vrijer.

5.2.15 DEFINICAO:

Sejam M e N A>-termos, e v uma atribui¢do. Entdo IMI , € ® ¢ | M, NI, € ® sdo

definidos da seguinte forma:

D) IMl= % v

FV(M

iIM, N = X  vx)*
(@) YV xeFV(M) e )
x2FV(N)

O Item (i) acima estabelece que | Ml , representa a somatdria de v(x,)* para toda
variavel livre x; que ocorre livre em M. O que é importante sobre | Ml , é que ainda que x,,
por exemplo, possua 5 ocorréncias livres em M, | Ml , computa apenas uma vez v(x,)*, e
nao cinco vezes. Assim, | Ay.x(xy)l ,= v(x)*=1 Ay.xyl ,. J& o item (ii) define | M, NI _ como a
somatoria de v(x,)*, para toda varidvel x; que possua ocorréncia livre em M e ndo possua

ocorréncia livre em N. Assim, se M = Ay.x(zy) e N = Ay.zy, temos que | M, NI = v(x)*.

5.2.15.1 PROPRIEDADES:
@1 xl , = vix)*.

Gi) I MM, <1 M, +1 M.
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(i) xe FV(M) = 1Ml , =1 M ..

(V) xeFV(M) = | Ml , + v(o)#= | MI .
W IM, NI, <M,

W)M—>N = IM ,=INl .+ M,NI,. o

As propriedades (i) a (v) sdo demonstrdveis, trivialmente, a partir da Defini¢ao

5.2.15. Com respeito a propriedade (vi), basta analisarmos os dois casos possiveis de

reducdo, a de um K-redex e a de um I-redex, para concordarmos com sua validade.

5.2.16 LEMA:

[M], > ¢,y,, paratodo termo M e C-atribuigdo v. ¢

5.2.16.1 COROLARIO:

M],* > 1 MI .
PROVA:
(55?6) M], > ¢y, (52;5“)@) [M],* > ¢, * 5?3 M],*>1TMI, .o

O Lema 5.2.16 estabelece que a estimativa exata segundo v [M], é maior ou igual ao
funcional minimamente cumulativo cy,,. Sua prova € obtida por indu¢do na complexidade
de M através dos resultados ja estabelecidos. O Corolario 5.2.16.1 estabelece que a
estimativa exata para qualquer termo M € maior ou igual que a somatdria das atribuicoes de
v as variaveis livres de M. Este resultado é fundamental para a prova do lema seguinte, que

estabelece que a estimativa exata diminui com as reducoes.

5.2.17 LEMA: da Reducao
Se M — N, entdo, para qualquer C-atribuigdo v, temos: [M],> [N]+ M, NI . ¢

5.2.17.1 COROLARIO: Ordinal N atural
[M]* é Ordinal Natural para A>.
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PROVA:
Pelo Lema 5.2.14-(i) temos que [M]*< ® e pelo Lema 5.2.17 que [M]* diminui com as

reducoes. ¢

5.2.17.2 COROLARIO:
h(M) < [M]*.
PROVA: Indug¢ao em [M]*
BASE: [M]*=0 T —aAN/ M >N = M=0 = AM)<[M]*.
PASSO: [MJ*=n> 0
() SejaN/ M — N.
(@) Por 5.2.17 e (i) temos: [M]*> [N]*.
(i) Por (if) e HI temos: A(N) < [N]*.
(iv) Mas por (i) é claro que A(M)= h(N)+ 1.
Assim temos: i(M) = h(N+ 1 (ﬁ) [N]*+ 1 <|<|) [MP*+ 1 < [M]* = AM) < [M]*. o

v)

Este corolario, obtido imediatamente a partir do lema da redugio, prova que [M]* é
limitante superior para o comprimento da arvore de redu¢ao de M (h(M)). Este resultado e o
Lema 5.2.14-()), que garante a finitude de [M]* para qualquer M, demonstram a
normalizacdo forte de A>, pois estabelecem que todo termo M possui um limitante superior
finito para o comprimento de sua arvore de reducdo. No entanto, Vrijer quer mais. Ele
quer demonstrar que sua estimativa é “exata”, ou seja, € o menor limitante superior para
h(M) (h(M)= [M]*). Para fazer isso demonstra, no teorema seguinte, que existe uma seqiiéncia
de redugdo especifica para cada termo M cujo comprimento € exatamente igual a [M]*. Esta

seqiiéncia é exatamente a seqiiéncia obtida através da aplicacdo da estratégia perpétua de

reducdo ao termo M.

5.2.18 TEOREMA:
Se [MJ*> 0, entdo existe um N com M — N tal que:
(/) Se M nao é da forma Ax.M,, entdo [M]= [N]+ 1.
(i)) Se M= Ax.M,, entdo [M]*= [N]*+ 1. &
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Se para todo M tal que [M]*> 0O existe N tal que M — N e [M]*= [N]*+ 1, entdo é
claro que existe uma seqiiéncia de reducdo especifica cujo comprimento é exatamente igual

a [M]*, pois o teorema estabelece que existe a seguinte seqiiéncia de redugdo para M:

M =M > M - .. >M-> . ->M.
M= M J*= n, [M,J*=n-1, ..., [M,*=n~i  [M_J*= n-n=0.

Este N que o teorema assegura que existe ¢ exatamente F, (M), que definimos em

4.4.5. Assim, temos como conseqiiéncia do Teorema 5.2.18 que [M[*= Lg_(M).

5.2.18.1 COROLARIO:
[M]* < h(M).
PROVA:
E claro que se o comprimento de uma seqiiéncia de reduciio especifica para M é igual

a [M]*, entdo [M]* < h(M). &
5.2.19 TEOREMA:

h(M)= [M]*.
PROVA: Imediata pelos Corolarios 5.2.17.2 ¢ 5.2.18.1. ¢

§3 O Artigo Beckmann[1998]

O objetivo principal de Beckmann, antes de provar a normalizagdo forte ou
encontrar um ordinal natural para A>, € apresentar um limitante superior finito para o
comprimento da drvore de redugdo para um termo qualquer M, que seja facil e diretamente
obtido a partir de propriedades imediatamente reconheciveis do termo M. A principal
virtude de tal estimativa seria uma medida simples da complexidade de uma fun¢do que
calcula o comprimento da arvore de redugdo para um termo M.

O método que Beckmann utiliza em seu artigo foi desenvolvido em

Schwichtenberg[1991], onde ji aparece uma estimativa para a complexidade do
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comprimento da drvore de reducdo para termos de A>. O trabalho de Beckmann é um
aprimoramento deste método, e sua estimativa representa um refinamento nos resultados
de Schwichtenberg. Uma primeira estimativa deste tipo foi introduzida por
Schwichtenberg[1982], que utilizou o ordinal natural definido por Gandy[1980] para
calcular sua estimativa. Schwichtenberg utilizou, para o desenvolvimento do seu método, os
trabalhos de Howard[1980A ], Sanchis[1967] ¢ Diller[1968].

Vamos apresentar agora algumas definicdes importantes para a compreensido geral

do método utilizado por Beckmann.

5.3.1 DEFINICAO: Comprimento de M - I(M)
Definimos o comprimento de um termo M, e denotamos por /[(M), da seguinte forma:
@) )= 1;
@) [x.M)= I(M)+ 1,
(@i0) (IMN)= [(M)+ [(N).

5.3.2 DEFINICAO: GraudeM - g(M)
Considerando a Definicdo 5.1.1.2 de Howard para nivel de um termo M, lv(M),
definimos o grau de um termo M, que denotamos por gM), como o nivel maximo dos

subtermos de M:
gM)= max{lv(N)/ N c M}.

5.3.3 DEFINICAO: Exponenciacio K-Iterada na Base 2 - 2,(n)

Definimos a fun¢ado 2,(n) por:
2o(n)=n
2 41(n)= 22k(n)
5.3.3.1 OBSERVACAO:

.2
Note que 2,(m)= 222./} n vezes.
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Decidimos denominar de nimero de Beckmann a seguinte atribuicdo numérica
definida por Beckmann, que veremos mais adiante representar, para cada termo M, um

limitante superior finito para o comprimento da arvore de redug@o para M.

5.3.4 DEFINICAO: Numero de Beckmann - ng(M)

O miimero de Beckmann para um termo M € definido como:
ng(M)= 24 ) ((M)).

5.3.5 COMENTARIO: Esclarecimentos sobre o Método Schwichtenberg-Beckmann

O objetivo de Beckmann € mostrar que ng(M)= 2, ) ({(M)) € limitante superior para
o comprimento da drvore de reducdo para o termo M, ou seja, h(M) < 2g(M)(l(M)). Fazendo
isso temos ndo apenas um limitante superior finito para o comprimento das seqiiéncias de
redu¢do para um termo M, mas temos uma estimativa sobre a complexidade de (M)
definida de uma maneira bastante simples, em termos de propriedades visiveis de M (I(M) e
g(M)). Se tomarmos, por exemplo, a estimativa exata de Vrijer definida em 5.2.6, temos que
[M]J*= h(M). Mas olhando para a defini¢do de [M]* ndo temos meios de estimar, de uma
maneira simples, qual é o valor de [M]*. Para saber este valor temos que seguir todos os
passos da construgdo de M, aplicando a estimativa exata aos subtermos de M de acordo com
a Definicdo 5.2.6.48 O mesmo ocorre no sistema C’, com as atribui¢des o(r) e Ip(m) -
olhando para suas defini¢des ndao temos como estimar, de uma maneira direta, quao grandes
sao estes numeros.

Beckmann vai ainda mais longe. Constréi uma classe S de termos para a qual existe
uma constante estritamente positiva, cs, tal que se MeS, entdo A(M) = 2y, (M) ¢5). Dessa
forma temos: 24y (M) ¢5) < h(M) < 2,y (I(M)). Isso mostra que, para MeS, h(M) difere de
ng(M) apenas por uma constante aplicada a I/(M), e que portanto, ndo pode haver estimativa
para a complexidade de A(M) definida sobre g(M) e (M) que seja uma exponencial com
menos iteracoes do que as de ng(M). Este resultado representa um aprimoramento de um
resultado semelhante obtido por Schwichtenberg[1982], o qual foi construido como um

caso especial de um resultado mais genérico obtido por Statman[1979]. Statman

48
Veja os Exemplos 5.2.6.2
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demonstrou que nenhuma funcido elementarmente recursiva49 pode ser limitante superior
para o comprimento das arvores de reduc¢do em A>.

Ocorre, no entanto, que o numero de Beckmann n3o é um ordinal natural no
sentido que estamos tratando nesta tese, pois ele ndo possui a propriedade de diminuir com
as redugdes. Vejamos um contraexemplo simples:

Seja M = (Ax.P)Q tal que:

(¢) P possui mais de uma ocorréncia livre de x;
@) Q> 1;
(iii) gQ)= gM)  (ou seja, IRcQ / W(R)= gM)).

Considere a reducao:

)M = (x.P)Q -> Plx/Q]=N.
Por (i), (if) e (iv) € claro que:

W) IIN)> [(M).
Por (i), (iii) e (iv) temos:

vi) gN)= g(M).

Portanto, por (iv), (v) e (vi) temos: M — N e ng(N)> ng(M). [

Apesar disso, Beckmann utiliza um ordinal natural para provar que ng(M) > A(M).
Ele define uma atribui¢do numeérica #M e prova que, para todo termo M:

(@ #M < ng(M)= 2, (my ((M)< ®.

bG)M > N = #N< #M.

Assim, por (a) e (b) € facil provar que: /(M) < #M < ng(M).

pois se M é A™-termo, entdo (M)< ® e gM)< .

O numero de Beckmann € entdo obtido como uma estimativa para a complexidade
da funcdo #M, que é de fato um ordinal natural para A>. E indiretamente portanto, através
de #M, que o nimero de Beckmann estima a complexidade de A(M).

O Método de Beckmann esta baseado no seguinte teorema de caracterizacdo para 0s

termos de A, cuja prova é trivialmente obtida por inducdo na complexidade de M.

49
Uma fungdo € elementarmente recursiva quando ela ¢ uma funcgio primitiva recursiva cujos passos da

recursdo sdo limitados por alguma exponenciagdo finitamente iterada.
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5.3.6 TEOREMA: Caracterizaciao para A>-termos
Se M € A>-termo entdo M tem uma das seguintes formas:
(@ xN,..N_ ou
(®) Ax.NyN;,...N_ (para algum 0 < n < ®).

5.3.6.1 NOTACOES:

(a) Denotaremos um termo da forma MN;N,...N, por MN.
(b) M[x/ N1 = M[x,/ N,]...[x,/ N_].

5.3.7 DEFINICAO: “Head Reduction Tree”

Definimos head reduction tree ‘i M, para M arbitririo, com o, p < o,
P

indutivamente, da seguinte maneira:

@ PWQN ¢ | =Q = “;1 (x.P)QN (regra-B);

®) =M = “p” .M (regra-B,);

(0 %Mi (parai=1,...n) = O‘;” xM, ..M, (regra-V ar),
em particular, %x (para qualquer varidvel x e o, p< ®);

d) %M, %N e \M)<p = °‘p+1 MN (regra-Cut);

o'

=M (regra estrutural).
p

(e) ‘LM, o< A< ® e p< pP< O =
p

5.3.7.1 OBSERVACOES:

(@) Cada um dos itens acima estabelece uma regra de formacdo da arvore para

% M. A regra-B, por exemplo, estabelece que a partir das drvores para %(F’[x/ Q)N e

para

% Q, obtemos uma arvore para
P

“p” (Ax.P)QN. Ou seja:

s

P QNS

as/

P

1 (x.P)QN.

P
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(b) Encarando a regra-Var para n> 2 como um encadeamento de aplica¢des de Var

para n=2, e a regra-estrutural como uma repeticdo de nés da arvore, um né para cada

unidade aumentada em a, é facil ver que em |- M, a representa o comprimento do maior
p

ramo da arvore para |-~ M.
p

A seguir temos uma série de lemas com o objetivo de demonstrar que, para todo

termo M, escolhendo adequadamente o e p (a= (M) e p= gM)-1), a arvore para % M esta

definida. A demonstragdo de todos eles € feita de maneira simples, por indug¢do no

comprimento da arvore para |-* M, utilizando apenas a Definicdo 5.3.7, resultados
p

anteriores e resultados envolvendo substituicdo de varidveis (Secdo 4.2). Apresentaremos a
prova do Lema 5.3.10 abaixo, por ser um resultado importante do desenvolvimento de

Beckmann que possui uma prova bastante representativa do modelo das provas do artigo.

5.3.8 LEMA da Trocade Nomes

Se -2 M, entdo, -2 M[x/y]. ¢
p p

5.3.9 LEMA da Aplicacao
Se

% M e My éA>-termos, entdo | “** My. o
p p

5.3.10 LEMA da Substituicao
Se

%M e ‘iSi (para i=1,...,n e W(S,) < p), entdo

‘*Tﬂ* M[x/ S].
PROVA: Indu¢ao no comprimento da arvore para % M.

A prova é feita por inspecdo em todos os casos das regras de formacao de 2 M
p

descritas em 5.3.7.

Consideraremos a seguinte abreviacdo: P® para P[x/ S].

CASO 1: % M  foi obtido pela regra-8
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Entdo: M= (Ay.P)QN e m, ‘:1 (P[y/ Q)N
m-M= -~ (Ly.P)QN.
P P
nz A Q/
p
(?) Por HI temos: @ (P QDN)® e % Qs.

(ii) Por (i) e propriedades de substituicdo temos: %[3_1 P/ Q°DN® ¢

(iti) Por (ii) e pela regra-p temos: “;ﬁ (Ly.P>QNS.

Assim, por (iii) e propriedades de substitui¢cdo temos:

“TH* (O.y.P)QN)®.

CASO 2:

-2 M foi obtido pela regra-,
p

Entao: M=AyN e n| 2 M = {nl “TN— [ % Ay.N.
P P P
Assim: HI = | ¢ N® ? @B ayNS = [“P (NS,
P o | op P
CASO 3: %M foi obtido pela regra-V ar
Entdo: M=yN,..N, e T [“N
P
* M= %~ yN,...N,.
n P P y 1 n
7, |4 Ny
P

Temos dois subcasos possiveis de acordo com y:

SubCaso 3.1: y#x;, € x

Neste caso: HI = [P N? (i= 1,...,n) =
ar

@B INSLNS =
p p

p

SubCaso 3.2: y=x; € x
@) HD) = [ “PTNE = 1,...).

p

Além disso:

() (Var) = I(Hﬁn y= I‘”ﬁ” x. = | oth-n s
p

Thxy = | %B*” S, e (v(S,) < p).
(vi) Por (iv), (v) e regra-Cut temos: °‘+Bp_” . Sij.

(vii) Note que se v(S,) < p, pelo Lema 5.1.1.3-(b)m lv(Sij) <p.

Assim, por (vi) e (vii), aplicando n vezes a regra-Cut temos:
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“? SNS..NS =

%ﬁ ON,...N_)®.

P substituigédo
CASO 4: |2 M foi obtido pela regra-Cut
- p
EntioM=N,N, e T, [%UN,
p
T % M= \ % N.N,, onde Iv(N,)<p.
m, a—1 N/
p
i) HI = | “" NS NS
P P

(xix) Como Iv(N,) < p, é claro que (NS < p.

Assim, por (viii), (xix) e pela regra-Cut temos:
% NSNS = % (N,;N,)°. o

O lema seguinte estabelece o importante resultado de que para todo termo M,

M)

M M esta definido. Sua prova é simples, por induc¢do na complexidade de M, e utiliza

apenas a Defini¢do 5.3.7 e os resultados anteriores.

5.3.11 LEMA do Encapsulamento
saM<p+1 = %M. .

Note que com excecdo da regra-Cut, todas as outras regras de formagdo de - M
p

ndo levam em consideracgio p. Isso significa que se na construgido de -~ M nenhuma regra
P

do corte foi utilizada, entédo existe |-*- M onde p= 0. O lema seguinte estabelece um método
p

para eliminarmos as utiliza¢des da regra-Cut na construcio de

~* M. Como coroldrio deste
p

fato, provaremos que para todo termo M, escolhendo-se o adequadamente temos:

% M.
0

5.3.12 LEMA da Eliminacio do Corte

o
Se |-'“ M, entdo, | -2 M. «
p+1 P
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5.3.12.1 COROLARIO:

Para todo termo M, MM. .

A prova do Lema 5.3.12 é obtida de maneira simples, por indu¢do no comprimento

da arvore para

%M. A do Corolario 5.3.12.1 € obtida trivialmente a partir dos Lemas
P

5.3.11e5.3.12.

A seguir definiremos a atribuicdo numérica #M, que Beckmann provard ser um

Ordinal Natural para A>.

5.3.13 DEFINICAO: Atribuicio Numérica a Termos

Definimos, por indu¢do em

% M, a seguinte atribui¢do numérica a A>-termos:
@) #(Ox.P)QS) = #(Px/ QDS) + 1 + #S;

@) #((Ox.P) = #P+1;

(iid) #0N,..N= > #N, .

i=1

5.3.13.1 OBSERVACAO:
Note, pelos trés itens da definicdo acima e pela Defini¢do 5.3.7, que #M esta definido

para todo M tal que

% M estéd definida, pois os trés casos da definicdo de #M representam

os trés itens da definicdo de

%M que ndo dependem de p. Como provamos em 5.3.12.1
que para todo M, temos, escolhendo um a adequado, % M, entdo #M estd definido para

todo A>-termo M.
A seguir apresentamos um lema técnico com propriedades de #M. Sua demonstragdo

¢ simples e também obtida por indu¢ao no comprimento da arvore para % M.

5.3.14 LEMA Técnico
(@) #M = #M[x/ y].
(b) #My > #M. o
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O teorema seguinte relaciona a atribui¢do #M com o o de

%M. Tal relacdo €

obtida diretamente a partir da defini¢do de #M e das regras de formacgéo de

-% M que nio
P

dependem de p. Como corolario imediato deste teorema temos que o numero de Beckmann

para o termo M € maior que #M, ou seja, (ng(M) > #M).

5.3.15 TEOREMA da Estimativa
Se % M, entdo #M < 2%, o

5.3.15.1 COROLARIO:
#M < 2,y (UM)). o

A prova do corolario acima € obtida imediatamente através do Coroldrio 5.3.12.1 e
do Teorema 5.3.15. O Coroldrio acima ndo apenas garante que a atribui¢ao #M ¢ finita,
como apresenta uma estimativa para seu valor, em termos de g(M) e /(M). Para que o
numero de Beckmann seja uma estimativa para o comprimento da arvore de reducio para
M (i(M)), precisamos do resultado fundamental abaixo, que garante que a atribuicdo #M
diminui com as reducdes. Este resultado, juntamente com o coroldrio acima, garante que

#M € ordinal natural para A, e que portanto, A(M) < #M.

5.3.16 TEOREMA Principal
Se M — N, entdo #N< #M. o

5.3.16.1 COROLARIO:
h(M) < #M < 2, @, (M))= ng(M). +

A prova do Teorema 5.3.16 é obtida por inducdo em #M, inspecionando os trés
casos da Definicdo 5.3.13, utilizando apenas os resultados do Lema Técnico 5.3.14 e
resultados envolvendo substitui¢do de varidveis (Secdo 4.2). A prova do Coroldrio 5.3.16.1 é

obtida diretamente a partir do Teorema 5.3.16 e Corolério 5.3.15.1.
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5.3.17 COMENTARIO: Igualdade entre #M e { M}

E facil ver, sob a luz do Teorema 5.3.6, de caracterizacdo para os A~-termos, que o
ordinal natural de Beckmann, definido em 5.3.13 coincide com a estimativa frouxa de
Vrijer, definida aqui em 5.2.5. Apesar de tal coincidéncia, também nos parece claro, devido
as diferencas nas definicdes, que os dois resultados foram obtidos independentemente.
Devido ao Teorema de Caracterizagdo 5.3.6, Beckmann evita a andlise do complicado caso
M = MM, e, portanto, seu ordinal possui uma definicdo mais simples que o de Vrijer. No
entanto, considerando que Vrijer provou, de fato, que {M} é ordinal natural para um A>-
termo M qualquer, podemos dizer que a grande contribuicdo de Beckmann foi apresentar
uma estimativa, definida de uma maneira bastante simples, para a complexidade de uma
atribuicdo que € ordinal natural para A>, e além disso provar que sua estimativa € a melhor

. e o 50
possivel definida nas varidveis que ela utiliza ((M) e g(M)).

50
O artigo de Beckmann que utilizamos nesta andlise ainda néo foi publicado. Foi submetido ao JSL em 98,

mas pelo menos até o momento em que escrevemos esta tese, ndo tinhamos noticia se foi aceito. Utilizamos
uma versao preliminar que nos foi entregue em maos no encontro europeu da ASL 98 pelo préprio autor, na
qual muitos dos pontos que esclarecemos aqui estdo ainda obscuros. Vale ressaltar também que, ao que
parece, nem Schwichtenberg nem Beckmann conheciam o artigo Vrijer[1987]. O ordinal natural utilizado
por Schwichtenberg[1991] foi obtido a partir de Gandy[1980], ¢ o de Beckmann[1998], apesar de coincidir
com a estimativa frouxa de Vrijer, foi obtido de uma maneira bastante diferente. Além do que, nenhum dos

dois autores cita Vrijer[1987].

250



Capitulo VI

Normalizagdao Forte para A~
via Ordinal Natural



Neste capitulo apresentaremos o desenvolvimento completo do nosso método para o
sistema de célculo lambda tipificado A>. Tal desenvolvimento, apesar de acompanhar o que
fizemos nos Capitulos II e III para o sistema C’, ndo representa, entretanto, uma tradugao
direta desses resultados para A> através da nocdo de férmulas como tipos. Como vimos no
Capitulo IV, o sistema A> é isomorfo a C>, o fragmento implicativo do sistema C, que é
mais simples que C’.

A apresentacdo destes resultados ocupard as trés primeiras se¢des do capitulo. Na
primeira delas demonstraremos que, assumindo a finitude do comprimento da pior
seqiiéncia de reducdo para todo termo M,51 entdo este comprimento representa um ordinal
natural para A>. Na segunda se¢do, definimos a atribuicdo numérica o(M), que mostramos
ser unica e finita para todo termo M. Na terceira secdo provamos que o(M) corresponde ao
comprimento da pior seqiiéncia de reducdo do termo M, que portanto € finita. Utilizando
entdo o resultado da Sec¢do 1, provamos que o(M) é ordinal natural para A>. Como
conseqiiéncia destes resultados, ainda na Se¢dao 3 obtemos provas simples para os Teoremas
de Normalizacdo Forte e Church-Rosser em A>. Na quarta e tltima secido apresentamos uma
andlise comparativa entre os nossos resultados e os artigos estudados no Capitulo V.

Sobre o conteido do capitulo gostariamos de dizer que apesar de vdrias das
demonstragdes dos resultados que introduzimos nao serem dificeis, optamos por apresenta-
las todas no texto, para reforcar o argumento de que o nosso método, adequado para o

sistema A>, é distinto dos métodos utilizados pelos autores discutidos no capitulo anterior.

§1 O Comprimento da Pior Seqiiéncia, se Finito, Diminui com as Reducoées

Este primeiro lema é um resultado auxiliar que estabelece como € o left-most redex
de um termo N obtido de C[(Ax.P)Q] =M —, N, onde (Ax.P)Q é o left-most redex em M e
A #0x.P)Q.

51
A seqiiéncia definida a partir da estratégia perpétua em 4.4.5.1-(c).
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6.1.1 LEMA:
Seja M = C[(Ax.P)Q], onde (Ax.P)Q) € o left-most redex em M. Se M —, M’, tal que
A # (Ax.P)Q entdo:
@AhcP)e P —,P) = M =C[&x.P)Q], onde:
(Ax.P*)Q € o left-most redex de M’.
b)YAcQe@Q—,Q) = M =C[x.P)Q’], onde:
(Ax.P)Q’ € o left-most redex de M’.
@A cC[]) = (C[1—,CT]eM =Cl0xP)Ql, onde:
(Ax.P)Q € o left-most redex de M”.
d)(AcC[],) = CIN] >, C[N] VNeA™
PROVA:
Item (a): Hip: AcP)e P >, P)
P—,P =2, x.P)Q -, (x.PHQ.
Assim, é claro que M = C[(Ax.P)Q] —, C[(\x.P)Q] = M".
Além disso, como (Ax.P’)Q é um redex e C[ ] ndo se alterou com a reducdo de A, é

claro que (Ax.P*)Q € o left-most redex de C[(Ax.P)Q]= M. ©)

Item (b): Hip: A c Q)e (Q —, Q).

Andlogo ao Item (a). [

Item (c): Hip: (A < C[]).

Como A < C[ ] e (Ax.P)Q € o left-most redex de C[(Ax.P)Q], entdo A ndo pode
ocorrer a esquerda do buraco [ Jem C[]. Logo, C[]¢é do tipo: C[]= C,[ IN, onde AcN.

Entao, pelo Comentério 4.3.5.1<(d) temos que:

Cl1=C,[IN—,C,[IN=CT]

Portanto temos:

M = C[0wx.P)Q] = C,[(x.P)QIN —, C,[(:x.P)QIN’ = CTOx.P)Q] = N’

Além disso, como a tnica diferenca entre C[(Ax.P)Q] e C’[(Ax.P)Q] é o subtermo N,
que ocorre a direita de (Ax.P)Q, temos que (Ax.P)Q é o left-most redex de C[(Ax.P)Q]. [/
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Item(d): Hip: (A < C[ ],).
Pelo Item (c¢) temos que C[ ], =, C’[ I,. Logo, pelo Lema 4.3.7 é imediato que
VNeA* temos: C[N] >, C’[N]. ¢

O teorema seguinte € a contrapartida em cdlculo lambda tipificado do resultado de
Massi[1990] sobre a pior seqiiéncia de reducdo. Ele estabelece que na hipétese do
comprimento da estratégia perpétua para qualquer termo M ser finito (VM (L (M)< )),
entdo Lg (M) diminui com as redugdes e, além disso, estabelece que para qualquer M’ tal
que M — M’, existe um termo N tal que tanto M quanto M’ se reduzem através da estratégia
perpétua a N: M . N e M’ 2. N. O primeiro resultado é uma parte da prova de que
Lg (M) é ordinal natural, e o segundo serd utilizado na prova do Teorema de Church-Rosser
sobre a unicidade da forma normal.

Apesar de longa, a prova do teorema seguinte é simples. E obtida por inducio em
Lg (M), que estamos assumindo ser finito, e por inspecdo em todas as possibilidades para M°
e para a reducdo M — M’. Constitui de fato uma aplicacdo para o sistema A> do método de

prova desenvolvido por Massi para o sistema C’.

6.1.2 TEOREMA:
Se para todo termo M, Lg (M)< o, entdo:
OM->M = L, M)> L, (M.
QM ->M = dmp< o / M"=M",
PROVA: Provaremos os Itens (1) e (2) simultaneamente por indugdo em L, _(M).
BASE: L, M) =1
Neste caso, M € normal e o teorema € valido por vacuidade.
PASSO: L, (M)> 1.
HI: VN tal que L, (N) < L, (M), temos:
N->N = @ L, ,MN)> L, (N
(b) Fkj< @ / No* =N,
Como por hipétese L, (M)< o € claro que:
() L, M)= L, (M°)+ 1.
Por (i) temos que L, (M°) < L, (M). Logo, vale HI em M°. Portanto:
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@M°—->N = L, (M°)> L, (N).
@@yM° >N = Jjk< ® / N = (M°)°k,
(®) Seja M = C[(Ax.P)Q] tal que (Ax.P)Q é o left-most redex de M.
Dividiremos a prova em casos, conforme os casos da defini¢ao de F,, para M.
CASO 1: (x.P)Q é um I-redex
Pela Definiciao 4.4.5 de F,, temos:
(iv) F,(M) = M° = C[P[xv/ Q]].
Seja M —, M’. Temos que todas as possibilidades para A sio: AcP, ou ACQ, ou
AcC[ ], ou A = (Ax.P)Q. Analisemos cada um destes casos.
SubCaso 1.1: A= C[ ]
Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(c) temos:
M’ = C’[(Ax.P)Q], onde (Ax.P)Q € o left-most redex de M’.
(v) Entéo, pela Defini¢ao 4.4.5 de F, temos: M™ = C’[P[v/ Q]].
Mas, pelo Lema 6.1.1-(d) temos:
Me = C[P[x/ Q]] —, C’[P[x/ Q]] = M™. Ou seja:
i)y M° > M™,
Assim, por (ii) e (vi) temos:
i) Ly (M°) > L, (M™).
Entéo: L, (M) = L, M+ 1 (ﬁ) L, M)+ 1 = L, (M), o que resolve o Item (1).

Além disso, por (iii) e (vi) temos:

3j,k< o tais que: (M) = (M°)°*,

Logo, pela Observagio 4.4.5.1-(d) temos que M™©** = M°*** /o que resolve o Item (2).
SubCaso 1.2: AcQ (SejaQ —, Q)

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(b) temos:

M’ = C[(Ax.P)Q’], onde (Ax.P)Q’ € o left-most redex de M’.

(viii) Entao, pela Defini¢ao 4.4.5 de F,, temos: M = C[P[x/ Q’]].

Como, por hipétese do Caso 1, (Ax.P)Q é um I-redex, entao:

(ix) x ocorre livre em P.

Logo, como Q —, Q’, por (ix) e pelo Lema 4.3.4-(a) temos:

x) P/ Q] —>» P/ Q7.

Logo, por (x) e pelo Corolario 4.3.9.1:
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Me = C[P[x/ Q]] - C[P[x/ Q] %)M"’. Ou seja:

(viil
(xi) M® —» M™,

Portanto existe uma redu¢do nao vazia:

i) M°=N; > N, > N, >..—> N_=M>.

Por (xii), (ii) e aplicando n-1 vezes HI, temos:

(iif) Ly M°)= L, (N)> Ly (N,)> ..> L, (N)=L, (M™)

Entéo: L, (M) : L, M+ 1 (;i) L, M)+ 1 = L, (M), o que resolve o Item (1).

(i
Além disso, por (xiii) e (iii), aplicando n-1 vezes HI, temos que existem k,,..., k,< ®
tais que:
(M)%n = (N Y% = (N__ )% = (N__,)72 = = (N,)°%2 = (N,)°* = (M)°K.
Logo, tomando j=k+ 1 e k= k,+ 1, pela Observagio 4.4.5.1-(d) temos:
M3 = M°, o que resolve o Item (2).
SubCaso 1.3: Ac P (Seja P —, P)
Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(a) temos:
(e0) M’ = C[(Ax.P")Q], onde (Ax.P*)Q é o left-most redex de M’.
Temos dois subcasos para definir a forma de M™:
(1) x.PHQ é um I-redex;
(2) (Ax.P)Q é um K-redex.
SubCaso 1.3.1: Ax.P)Q é um I-redex
Entao, pela forma de M’ em (ee) e pela Defini¢ao 4.4.5 de F,, temos:
(xiv) M = C[P’[x/ Q]].
Como, por hipétese do Caso 1, Ax.P)Q é um I-redex, entdo x ocorre livre em P.
Além disso, temos que P —, P’. Logo, pelo Lema 4.3.4-(b) temos:
(xv) P/ Q] > P’[x/ Q].
Logo, por (xv) e pelo Corolario 4.3.9.1:
Me = C[P[x/ Q]] - C[P’[v/ Q]] (X?V)M"’.
Ou seja: M° —» M™, e portanto o resultado segue como no Caso 1.1.2.
SubCaso 1.3.2: Ax.P")Q é um K-redex
Temos aqui mais dois subcasos para definir o tipo de M™:
(1) Q estd na forma normal,

(2) Q nao estd na forma normal.
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SubCaso 1.3.2.1: Q estd na forma normal

Entdo, pela forma de M’ em (ee) € pela Definicio 4.4.5 de F,, temos:

(xvi) M = C[P’].

Por hipétese do Caso 1, (Ax.P)Q é um I-redex, entdo x ocorre livre em P. Além
disso, temos que P —, P’. Logo, pelo Lema 4.3.4-(b) temos:

(ovi) PIx/ Q] — Px/ QY.

Mas como (Ax.P’)Q é um K-redex, entdo x nédo ocorre livre em P’. Logo:

(oviii) P’/ Q] = P

(xix) Assim, por (xvii) e (xviii) temos: P[x/ Q] —» P’.

Entéo por (xix) e pelo Coroldrio 4.3.9.1 temos:

Me = C[P[x/ Q]] —» C[P’] ot M.

Ou seja: M® — M™, e portanto o resultado segue como no Caso 1.1.2.

SubCaso 1.3.2.2: Q ndo estd na forma normal

Entdo, pela forma de M’ em (ee) ¢ pela Defini¢do 4.4.5 de F,, temos:

() M = C[(Ax.P)Q°].

Se P — P’ tal que (\x.P)Q € um I-redex e (Ax.P)Q é um K-redex, como € o caso,
entdo a reducdo P — P’ eliminou de P o subtermo que continha todas as ocorréncias livres
de x. Temos entdo a seguinte situagao:

*) P = C,[Ax.P)Q,] — C,[P,] = P’ , onde toda ocorréncia livre de x em P ocorre
em Q,.

Note que (Ax.P,)Q, é um K-redex e P’ ndo possui mais ocorréncia livre de x.

Assumindo P = C,[(Ax.P,)Q,] ¢ P’= C,[P,] como descritos acima, vamos rescrever

os termos de que estamos tratando nesta prova.

(i) M = C[0w.P)Q] = C[(x.C,[0wx.P,)Q,1)QL.
(xii) M° = C[P[x/ Q]] = C[C, [(x.P)Q, ]I/ Q] o CIC,[x.P)Q,[x/ QI11.

livre em Q,
(exiid) M* = C[0w.P)Q] = C[(wx.C, [P, Q.
(exiv) M = C[(wx.P)Q°] = C[(wx.C, [P, Q°).
Note por (xxiv) e pela Definicao 4.4.5 de F, que:
M™? = C[(Ax.C,[P,])Q°?], se Q° néo for normal.
Em geral, M™" = C[(Ax.C,[P,])Q°"] se Q°*™* nio for normal.

Se Q°" for normal entdo, pela Defini¢do 4.4.5 temos:
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(ov) M = CIC, [P,]].

Dessa forma, o path da estratégia perpétua de M’ é:

M’ = Cl(x.C,[P.1QA1 -5 Clx.C,[P, DA% .. & Clx.Cy[P,1)Q"] -5 CIC,[Py1] ..
onde Q°" € normal. Ou seja, Lg (Q)=n e os L, (Q) primeiros termos da redugdo de M’ pela
estratégia perpétua realizam a normaliza¢do de Q, e o que sobra disso é C[C,[P,]].

(xxvi) Entdo temos: L, (M) = L, (Qn+ L, _(C[C,[P,]).
(xxvii) Mas: L, (M) ; L, (M°x 1 - L, (C[C,[(Ax.P)Q, [x/ QI+ 1.

@ xxii

(exviii) Entéo, por (xxvi) e (xxvii), para provarmos que L, (M) > L, (M), € suficiente
provarmos que L,_(C[C,[(Ax.P)Q,[x/ Q) > L, (Q¢+ L,_(C[C,[P,]]), 0 que faremos agora.

(exix) Seja Q B Q° B...B Q° o path da redugdo de Q por F, (Note que Q°" ¢
normal).

Como xe FV(Q,), por (xxix), pelos Lemas 4.3.3-(a) ¢ 4.3.4-(a) temos:

(o) ux.P)Q, [ Q] = (Ax.P)Q, [/ Q°1 —».. —>» (Ax.P)Q,[x/ Q°"].

Por (xxx) e pelo Corolario 4.3.9.1 temos:

(xexd) C[C,[(Ax.P)Q, [/ Q]I —=».. —~» C[C,[(Ax.P)Q,[x/ Q°"]]].

Esquematicamente temos:

Q CIC,[(wx.P)Q, v/ QI = M° Lrw(Mo)
(XxX) € (xxxi) $ ﬁ v
Q° CIC,[(wx.P)Q, [/ Q°IN] = (M°Y Le, (M°))
\L (xxx):e>(xxxi) & fl> v
Qe CIC, [(Ax.P)Q, [x/ Q°*]]] = (M°)* L. (M°)®)
\’ 2 Vv
3 = : — :
(xxx) e (xxxi) HI
\! ! %
Qe CIC.[(Ax.P)Q, [/ Q1] = (M°)™ Le (M®)™)
v = v
CIC,[P.]] Le (CIC.[P.ID
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Temos entdo a seguinte situacao:
L, (M%) )> L (M®))5)> Ly (M®)*) 5> ..> L (M°)™) (1, (001> L (CICLIP,ID (1, 0) 41) -
Pela atribuicdo de indices acima, podemos notar que esta cadeia estritamente
ordenada tem L, (Q)+ 1 termos, onde o primeiro € L, (M°) e o dltimo € L, _(C[C,[P,]]).
Portanto: L, (M°)= L, (Q) + L, (C[C,[P,]).
Logo L, (C[C,[(hx.P)Q, [x/ QTID o) L, (M°) =L, Q¢ L, (CIC,[P,ID.

Com isso provamos (xxviii) € portanto, por (xxvi) e (xxvii), temos que:

L, M)> L, (M), o que resolve o Item (1).

Além disso, por (xxii) e (xxv) temos que:

(oexit) M® — M e

Portanto, por (iii) e (xxxii) temos que:

3j,k< o tais que: (M™° @) = (M°)°X,

Portanto, M ®™*3*1) = M°** o que resolve o Item (2).
SubCaso 1.4: A = (\x.P)Q

Neste caso, como (Ax.P)Q é um I-redex, pela forma de M em (e): M’ = C[P[x/ Q]].

Note que por (iv) temos M’ = M°. Portanto, por (i) temos: L, (M)> L, (M), o que
resolve o Item (1), e M™° = M°°, o que resolve o Item (2).

Com isso esgotamos todos os casos possiveis para M — M’ e portanto terminamos o
Caso 1.
Caso 2: (Ax.P)Q é um K-redex

Segundo a Defini¢do 4.4.5 temos aqui dois subcasos para definir a forma de M°:

(1) Q estd na forma normal,
(2) Q nao estd na forma normal.

SubCaso 2.1: Q estd na forma normal

Entao, pela forma de M em (o) e pela Definicdo 4.4.5 de F,, temos:

(exxiii) F (M) = M° = C[P].

Seja M —, M’. Como Q ¢é normal, temos AcP, ou AcC[ ], ou A = (\x.P)Q.
Analisemos cada um destes casos:
SubCaso 2.1.1: AcC[]

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(c) temos:

M’ = C’[(Ax.P)Q], onde (Ax.P)Q € o left-most redex de M’.
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(xxxiv) Entdo, como Q é normal, pela Definicdo 4.4.5 de F, temos: M = C’[P].

Mas, pelo Lema 6.1.1-(d) temos:

Gooev) M (ol CIP]—, CTP] (o0dv) M.

Ou seja: M° —> M™. Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.
SubCaso 2.1.2: Ac P (SejaP —», P)

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(a) temos:

M’ = C[(Ax.P")Q], onde P — P".

(xxxvi) Entdo, como Q é normal, pela Definicdo 4.4.5 de F, temos: M = C[P’].

(xxxvii) Como P — P’, entdo temos: M° it C[P] e CIP] (Xivi)M"’.

Ou seja: M°® — M™. Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.
SubCaso 2.1.3: A = (x.P)Q

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(a) temos: M’ = C[P].

Note que por (xxxiii) temos M* = M°. Portanto, por (i): L, (M)> L, (M’). Além disso,
é claro que M™ = M°°. Portanto os Itens (1) e (2) estdo resolvidos.

Note que, como Q ¢é normal, esgotamos todas as reducdes possiveis para M e
portanto terminamos o Subcaso 2.1.
SubCaso 2.2: Q nao estd na forma normal

Entao, pela forma de M em (o), como (Ax.P)Q é um K-redex, pela Definicdo 4.4.5 de
F, temos:

(oxxviii) F, (M) = M° = C[(Ax.P)Q°].

Seja M —, M’. Temos: AcP, ou AcQ, ou AcC[ ], ou A = (Ax.P)Q. Analisemos cada
um destes casos:
SubCaso 2.2.1: Ac C[ ]

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(c) temos:

M’ = C’[(Ax.P)Q], onde (Ax.P)Q € o left-most redex de M’.

(xxxix) Entdo, pela Definicdo 4.4.5 de F, temos: M™ = C’[(Ax.P)Q°].

Mas, pelo Lema 6.1.1-(d) temos:

(xl) M° o Clowx.P)Q°] —, C’[(x.P)Q°] ) M.

Ou seja: M® — M™. Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.

SubCas0 22.2: A< P (Seja P -, P)

Neste caso, pela forma de M em (o) e pelo Lema 6.1.1-(a) temos:
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M’ = C[(Ax.P")Q], onde (Ax.P))Q € o left-most redex de M’.

(xli) Entdo, pela Definicao 4.4.5 de F, temos: M = C[(Ax.P")Q°].
Como P —, P’, pela Definigdo 4.3.1 temos:

(i) (x.PYQ° —, (hx.P)Q°.

Por (xlii) e pelo Teorema 4.3.9 temos:

Me Wit Clwx.P)Q°] — C[(x.P)Q°] (ﬁ)M’O.

Ou seja: M° — M™. Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.

SubCas02.2.3: AcQ (Seja Q >, Q)

Neste caso, pelo Lema 6.1.1-(b) temos:
M’ = C[(Ax.P)Q’], onde (Ax.P)Q’ € o left-most redex de M’.
Temos aqui dois subcasos possiveis para o tipo de Q™
1HQ=Q°%
) Q #Q°.

SubCas0 2.2.3.1: Q’=Q°

Entao, pela forma de M em (o) temos: M’ = C[(Ax.P)Q°].
Note, por (wxxviii) que M” = M°. Portanto, por (i) temos: L, (M)> L, (M’). Além

disso, € claro que M = M°°. Portanto os Itens (1) e (2) estdo resolvidos.
SubCaso 2.2.3.2: Q’#Q°

Mais uma vez temos dois subcasos para analisar:
(1) Q’ esta na forma normal;

(2) Q’ ndo estd na forma normal.

SubCaso 2.2.3.2.1: Q’ estd na forma normal

(xliii) Entdo, pela forma de M em (o), pela Defini¢ao 4.4.5 de F, temos: M™ = C[P].
Efetuando a left-most redu¢do em M° temos:
Me = ) Cl(x.P)Q°] —» C[P] =) M.

(xxxviii

Ou seja: M°® — M™. Logo o resultado segue como no Caso 1.1.1.

SubCaso 2.2.3.2.2: Q’ néo estd na forma normal

Note que, como em todo o Caso 2 (Ax.P)Q é um K-redex, pela Defini¢do 4.4.5 de F,

temos: M°? = C[(Ax.P)Q°?], se Q° ndo for normal.

nvezes
—_——

Em geral, M°" = M°°-*-° = C[(Ax.P)Q°"] se Q°*™ ndo for normal.

Se Q°" for normal ento:
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(xliv) Me ™1 = C[P].
Entdo, o path da estratégia perpétua de M é:
M = C[(x.P)Q] B.. 5 C[(x.P)Q°"] B C[P] 5.,

onde Q°* é normal. Ou seja, os L, (Q) primeiros termos da redugdo de M pela estratégia

perpétua realizam a normalizagdo de Q, e o que sobra disso é C[P].

(xtv) Entdo temos: L, (M) = L, (Qx L, (C[P)).

Logo, por (xlv), como para todo termo N, LFw(N) > 1, temos:

@tvi) Ly (M)> L, (Q).

Como, por hipédtese do caso 2.2.3 temos M’ = C[(Ax.P)Q’], onde (Ax.P)Q’ é o left-

most redex de M’, fazendo com M’ o raciocinio andlogo ao feito anteriormente com M

temos:

(xlvii)y M° ™2 = C[P] , onde m= L, (Q’).
(xlviii) Ly (M’ = Ly (Q)+ Ly_(CIP)).

Portanto, por (xIv) e (xIviii) temos:
(lix) L, M)> L, (M) < L, (Q> L, Q).

Mas, por (xlv) vale HI em Q, portanto, para todo Q’ tal que Q — Q’ temos

L, (Q> L, (Q). Logo, por (xlix), Ly (M)> L, (M’), o que resolve o Item (1).

Além disso, por (xliv) e (xlvii) temos: M ™ = M°™Y o que resolve o Item (2).

SubCaso 2.2.4: A = (Ax.P)Q

() Neste caso, como (Ax.P)Q é K-redex, pela forma de M em (o) temos: M’ = C[P].
Efetuando a left-most redugdo em M° temos:

Me Wit Clx.P)Q°1 — C[P] iM’. Ou seja:

iy M° > M.

Logo, por (li) e por (ii) temos:

(lii) L, M°)> L, (M’).

(liii) Mas, por (i) temos que: L, (M)> L, (M°).

Logo, por (/i) e (liii) temos que: Ly (M)> L, (M’), o que resolve o Item (1).

Além disso, por (i) e (iii) temos que Jj,k< o tais que: M3 = (M°)°*, e portanto, pela

Observagio 4.4.5.1<(d), M®3 = M°*** | 0 que resolve o Item (2).

Com isso, terminamos todos os casos possiveis para as reducdes de M quando ele é

um K-redex, terminando assim o Caso 2 e a prova do teorema. ¢
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Com o resultado do teorema acima, basta provarmos que Ly (M)< o para todo M
para termos que Lg (M) é ordinal natural para os termos de A°. E isso o que faremos nas
duas segdes seguintes deste capitulo através da definicdo da atribuicdo o(M). A Secdo 2
corresponde a contrapartida em A> dos resultados do Capitulo II desta tese, e a Secdo 3 aos

resultados do Capitulo III.

§2 Finitude e Unicidade de o(M).

O objetivo desta se¢do € definir a atribuicdo numérica o(M) e provar que € tnica e
finita para todo termo M. Na se¢éo seguinte provaremos que o(M)= Lg_(M) para todo termo
M e portanto obteremos a partir do Teorema 6.1.2 acima que o(M)=Lg (M) é ordinal
natural para A>.

Vamos inicialmente redefinir para o caso de A> todos os conceitos fundamentais que
utilizamos em nossa prova para C’. Dispensaremos aqui as explicagdes intuitivas sobre o

método de prova que fizemos no Capitulo II.

6.2.1 DEFINICAO: Comprimento de um Tipo - 1.()

Definimos o comprimento de um tipo A, e denotamos por /(A), como o ndmero de
ocorréncias de tipos bdsicos em A . Mais formalmente:

W A=o0 = [(A)=1;

() A=BoC = [(A)= LB+ [(C).

Se MeA* (M é termo do tipo A), denotamos: [(M)= ,, [,(A).

6.2.2 DEFINICAO: Segmento-o.
N < M € um segmento-a de M, se N tem a seguinte forma:
N = (e, Ax,.. Ax,.P)Q,Q,.. Q..

6.2.2.1 OBSERVACAO:

Como ocorre em C’, a defini¢do de segmento-a identifica os subtermos de um termo

que tém a possibilidade de formarem um novo redex cada vez que uma certa reducdo é
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efetuada. Note que a expressio de N acima possui apenas 1 redex explicito

((Ax; . Ax,.. Ax,.P)Q,), cuja redugdo cria um novo redex, cuja reducdo, por sua vez, cria um

terceiro redex, e assim n vezes. Veja:

x,.Ax,.. 2x,.P)Q,Q,.. Q, ((Axy.Ax,.. 2x,.P)Q, € o redex explicito)
2

(Ax,..2x,.Plx,/ Q,DQ,.. Q, ((Ax, Ax,.. Ax,.Plx,/ QDQ, € o redex)
\’
2

Plx,/ Q,1[x,/ Q,].. [x./ Q..

623 DEFINI(;AO: Subtermo Pesado (SP)
Cada um dos Qs em um segmento-a ((Ax;.Ax,..Ax,.P)Q,Q,..Q,) = M é um subtermo

pesado (SP) de M.

6.2.3.1 OBSERVACAO:
Considere o segmento-o.  (Ax;.Ax,..Ax,.P)Q,Q,..Q, < M. Definimos o A de um

subtermo pesado Q, (1 < i < n) como sendo o simbolo “A” de Ax, em M.

624 DEFINICAO: Subtermo Multiplicativo (SM)
Considere o segmento-o (Ax,.Ax,..Ax,.P)Q,Q,..Q, < M. Dizemos que Q; (1 <i < n)
¢ subtermo multiplicativo SM) em M se x, € FV(P).

6.2.5 DEFINI(;AO: Grau de um Subtermo Pesado - (gr,(Q,))
Seja (Ax,.Ax,..Ax,.P)Q,Q,..Q, < M. O grau em M de um subtermo pesado Q,
(1 < k < n) (denotado por gr,(Q,)) é definido como o comprimento do tipo de Ax,..Ax,.P.
Ou seja: gnu(Q= [,(Ax,.. Ax,.P).

6.2.6 DEFIN ICAO: Grau Maximo Multiplicativo de um termo M - (g(M))

O grau mdximo de um termo M, denotado por g(M), é o valor maximo dos graus dos

subtermos multiplicativos de M. Ou seja:
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oM) = max{gr,(Q)/ Q éSM em M}.>

6.2.7 DEFINICAO: Numero Maximo de um termo M (ng(M))
Definimos o niimero mdximo de um termo M, ng(M), como a quantidade total de SM's

em M com grau igual a g(M).

6.2.8 DEFINICAO: Multiplicacio Estrela
Considere M = C[(Ax,.. \x,.. Ax,.P)Q,.. Q,..Q,], tal que Q, é SM em M. Definimos a
multiplicagdo estrela de Q,; como a operagio que transforma M em:

M* = C[(Ax,.. Ax,.. Ax,.Plx/ Q,DQ,.. Q,, y; Q,.,..Q,], onde y, € varidvel nova.

6.2.8.1 NOTACOES:
(@) Quando M* ¢ obtido de M através de uma multiplicacdo-* denotamos: M %> M*,

(b) Quando M =M, M, .. 5 M, e 1< m< o, denotamos: M 5> M.

6.2.8.2 COMENTARIO:

Considere M = C[(Ax.P)Q] tal que x ocorre livre em P. Pelas Definigdes 6.2.2 ¢ 6.2.4
temos que (Ax.P)Q ¢ segmento-a. e Q € SM em M. Se efetuarmos a multiplicacdo estrela de
Q obtemos:

() M = C[(xx.P)Q] & C[(Ax.P[x/ Ql)y] = M*, onde y é varidvel nova.

Ja a reducgdo de (Ax.P)Q em M produz:

(@) M = C[(x.P)Q] — C[P[x/ Q] = M".

Se prestarmos atencdo em (i) e (if) vemos que a multiplicacdo-* em (i) efetuou
exatamente as multiplicacdes de Q em P que a reducdo em (ii). Além disso, o redex que
existia em M continua existindo em M#, sendo que a sua redu¢io recupera a forma de M’

obtido pela reducdo direta. Veja:

52
Esta nocdo de grau € distinta da que apresentamos em 5.3.2, introduzida por Beckmann. Na nossa

definicdo acima, g(M) se refere ao comprimento maximo dos subtermos multiplicativos de M. Na defini¢do de
Beckmann, g(M) se refere ao comprimento do encadeamento maximo de simbolos “>” nos tipos dos subtermos
de M.
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(i) M* = C[(wx.Px/ QI)y] - CIP/ Q]] = M".
\_> y é varidvel nova = (Ax.P[x/ Q])y é K-redex.
Ou seja, a definicao de multiplicagdo-* efetua aqui o mesmo papel que em C’, isto €,
provoca todos os “aumentos” que uma reducdo poderia fazer, sem no entanto eliminar o

redex cuja reducao produziria estes “aumentos’.

629 DEFINI(;AO: Subtermo Estrela - T(M)
Seja M = C[Q] um termo de A>. Dizemos que Q é o subtermo estrela de M, e
denotamos por Q= T(M), se Q for o SM em M de maximo grau cujo A ocorre mais a direita

em M.

6.2.9.1 OBSERVACOES:
(@) Como para cada termo M s6 pode existir um subtermo multiplicativo de maximo
grau cujo A ocorre mais a direita em M, € claro que para cada termo nao normal M T(M) é
unico.
() Se R #T'(M) é SM em M, é imediato pela defini¢do acima que:
(1) O A de R ocorre a direita do A de TM)em M = gr(R)< gr,(T(M)).
(1) O A de R ocorre a esquerda do A de TM)em M = gr(R) < gry(T(M)).

6.2.10 DEFINICAO: Termo Estrela
Dizemos que o termo M é um termo estrela quando M nao possui nenhum subtermo

multiplicativo.

6.2.10.1 OBSERVACAO:
E claro que se M é termo estrela, entio g(M)= 0 e ng(M)= 0.

6.2.11 DEFINICAO: Seqiiéncia Estrela

Uma seqiiéncia estrela para um A>-termo M, denotada por 3, é uma seqiiéncia de
termos M*°, M®™, M ... tal que sdo satisfeitas as seguintes condicdes:

(@) M*° = M;

(b) Cada M**** ¢ obtido de M** através da multiplicacio-* de T(M**);
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(¢) O dltimo termo da seqiiéncia, quando existe, ¢ um termo estrela.

6.2.11.1 OBSERVACOES:

(@) Note que se M é termo estrela, entdo 3, = M € uma seqiiéncia unitdria.

(b) Note também que como para cada termo M ndo estrela existe apenas um
subtermo estrela 7(M), entdo para cada termo M a seqiiéncia estrela € tnica.

(¢) A notagdo M %> M® indica que M se reduz a M* pela multiplicacio estrela de 7'(M).

(d) Utilizaremos para as seqiiéncias estrela a notaciio B,= M* % M* & M™%, |
onde M* =M, M*=M" e, genericamente, M*® representa o (n+ 1)<6simo termo da seqiiéncia
estrela para M.

(e) Denotaremos por M* o ultimo termo da seqiiéncia estrela para M, quando esta for
finita.

() Se M* esta definido (3n< w / M™ é termo estrela), entdo é claro que para todo
m < n temos (M™)* = M*, pois a seqiiéncia estrela para M é tinica e M™ pertence 2 seqiiéncia
estrela de M.

(¢) Pela unicidade da seqiiéncia estrela também ¢é trivial que, se M* estd definido,
M=N = M* = N*,

(h) E claro pela Definicdo acima que: (M*®)*™ = M*™®. Ou seja, o (m+ 1)<6simo termo da

s A . on . o s A .
seqiiéncia estrela para M™ é o (n+ m+ 1)-€simo termo da seqiiéncia estrela para M.

Considerando M % M*, uma multiplicacio-* qualquer em M, a defini¢do a seguir
relaciona os subtermos de M* com os subtermos de M. Veremos que, com exce¢do da

variavel nova de M*, para cada S = M* existe um R = M que deu origem a S.

6.2.12 DEFINICAO: Residuo-*
Sejam M e M* termos tais que M %> M*. Podemos representar M e M* como:
O M=Clow,..0xP)XQ,..Q] e
M* = C[(Ax,.. Ax,.Plx/ Q. DQ,.. Q,_, y; Q.,,.. Q]
Seja R = M. Definiremos (R),,..., (R), = M* como os residuos-* de R em M* da
seguinte forma:

Como R < M, pela forma de M em (i) temos trés possibilidades basicas para R:
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Isso

e Rc (.. Ax,.P)Q,.. Q,;

e R é disjunto em relagdo a (\x,.. Ax,.P)Q,..Q,;

o (Ax,..2x,.P)Q,..Q, c R.

Analisemos cada uma delas:

(DR c (x,.. 2x,.P)Q,..Q,.

Neste caso temos trés possibilidades para R, que sdo:
1I.HDRcQ,(1<k<n e k#i) = Q,=C,[R]. Por (i) temos:

M = C[(Ax,.. 2x,.P)Q,..Q, ,C,[RIQ,.,.-Q.] e

M* = C[(\x,.. Ax,.Plx,/ Q,DQ,.. Q,,C,[RIQ,.,.- Q,; ¥, Q... Q] (se i> k)

M* = C[(Ax,.. Ax,.Plx,/ QDQ;.. Q,_;, ¥; Qipr-- Q. CLIRIQ,,,.. Q,] (se i< k).

Neste caso, m=1 ¢ (R), =R c M*.

(1.2)Rc P = P=C,[R]. Por (i) temos:
M = C[(Ax,.. Ax,.C,[RDQ;..Q,] ¢
M* = C[(\x,.. Ax,.C,[RIx,/ Q,DQ,.. Q,_, ¥; Q,,.-- Q.1
= C[(Ax;.. 2x,.C [x,/ Q,R[x/ Q1DQ,.. Q,, v; Q.- Q]
Note que o subtermo R de M transformou-se em R[x,/ Q,] em M¥.
Neste caso, m= 1 e (R),= R[x,/Q,] = M*.
(1.3)RcQ, = Q, =C,[R]. Por (i) temos:

M = C[(Ax,..2x,.P)Q,.. Q,_,C,[RIQ,,,.. Q.].

M* = C[(\x,.. Ax,.Plx,/ C.[RIDQ,.. Q,, y, Q....- Q.

Note que existem tantas ocorréncias de R em M* quantas sdo as ocorréncias
livres de x, em P.

Neste caso, m= nimero de ocorréncias livres de x; em P e, para 1 <i < m,
(R),=R < M* tal que indices menores de (R), correspondem a subtermos mais a
esquerda em M*,

(2) R é disjunto em relacdo a (Ax,.. Ax,.P)Q,..Q,.

significa que R ocorre em uma parte de M externa ao segmento-o

(Ax,..Ax,.P)Q,..Q,, ou seja, R ocorre ou a esquerda ou a direita deste segmento-a.

Portanto, um dos dois subcasos abaixo ocorre:

2.1) M = C,[RIC,[(Lx;.. Ax,.P)Q,.. Q.
2.2)M = C,[(\x,.. Ax,.P)Q,.. Q,IC,[R].
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Para cada um destes casos M* tem as seguintes formas:

M* = C,[RIC,[(Ax,.. Ax,.Plx,/ QDQ,.. Q,_, y; Q,,,..Q,] (Caso 2.1).

M* = C,[(Ax,.. Ax,.Plx,/ QDQ,.. Q,, v; Q... Q.]C,[R] (Caso 2.2).

Note que em nenhum dos dois casos R se alterou em M,

Neste caso, m=1 ¢ (R), =R = M*,

3) (x,.. 2x,.P)Q,..Q, < R.

Isso significa que o segmento-o. no qual estamos realizando a multiplicacao-*
€ um subtermo de R. Neste caso, R = C,[(Ax,.. Ax,.P)Q,..Q,]. Logo, como R & subtermo de
M, temos que M e M¥ tém as seguintes formas:

M = C,[C,[(\x,..2x,.P)Q,.. Q.]] e

= C,[C,[(\x,.. Ax,.Plx,/ Q,DQ,.. Q,_; x; Q... Q]I
Neste caso, m=1 ¢ (R), = C,[(Ax,.. Ax.Plx,/ Q,]DQ,.. Q, , x, Q,,,.. Q..

6.2.12.1 OBSERVACAO:

E claro, pela definicio de residuo-*, que se M %> M¥, entdo todo subtermo S de M* ¢
residuo de algum subtermo R de M, com excecdo apenas para y, em Q,..Q, ; y, Q,,,.. Q..
Veremos agora um lema que relaciona o grau dos subtermos pesados de um

segmento-o. com suas posi¢cdes no segmento.

6.2.13 LEMA:
Considere M = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,..Q,]. Se 1 <r< s<n, entdo grny,(Q,)> grm(Q,).
PROVA:
Considere r e s numeros naturais satisfazendo as condic¢des do lema.
Considere, para (1 <i < n):
()x, € A*  (cada x, é do tipo A,).
()P € A®* (P édo tipo B).
Pelas Definicoes 6.2.1 e 6.2.5 de comprimento de tipos e grau temos:
(iii) gru(Q,)= L(Ax,.. Ax,.P)= (A D.. DA DB).
() gnQ,)= I(Ax,.. dx,.. 2x,.P)= (A ,D.. DA D.. DA DOB).

E claro pela Defini¢do 6.2.1 de comprimento de tipos que:
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W LA D..DA D..0A.DB)> [(AD..DA DB).
Portanto, por (iii), (iv) € (v) temos: gr,(Q,)> g(Q,) ¢

O lema seguinte é uma conseqiiéncia imediata da Observacgdo 6.2.12.1.

6.2.14 LEMA:

Considere M e M* A>-termos tais que M % M*. Se S = M* é SM em M*, entdo existe
R < M tal que S é residuo-* de R.
PROVA:

Seja S = M* SM em M*.

Pela Observacio 6.2.12.1, todo subtermo S de M* ou € residuo-* de algum subtermo
R de M, ou ¢ a ocorréncia de y, expressa na Defini¢do 6.2.4 de SM.

Mas, pela Defini¢do 6.2.4 , esta ocorréncia de y, néo é SM em M*.

Logo existe R M tal que S é residuo-* de R. ¢

O lema a seguir estabelece varios resultados com relagdo a operagdo =. O objetivo
do lema é provar todos os principais argumentos que utilizaremos na prova de que a
seqiiéncia estrela para cada termo M ¢€ finita. As provas de cada item sdo simples e obtidas
diretamente a partir das definicdes que elas envolvem, apenas por inspe¢dao dos casos
possiveis. Devido a importancia que a finitude da seqiiéncia estrela tem no nosso
desenvolvimento, optamos por apresentar detalhadamente as provas de todos os itens do

lema.

6.2.15 LEMA:
Considere a seguinte multiplicacao-*:
M = C[(hx,.. Ax,.P)Q,.. Q] 5 C[(Ax,.. Ax,.Plx,/ Q,])Q,.. Q, , y; Q,.,.. Q1= M*
Seja RcM. Para todo k tal que (R), é residuo-* de R em M* valem os seguintes
resultados:
(HDR#£Q, éSM emM = (R), é SM em M* ¢ gr,(R= g,,,(R));
(2)Rndo é SM em M e (R), é SM em M* = g, (R))< gru(Q,);
BRzQ)e R=TM) = k=1¢e R)=TM";
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@) Se Q;=T(M) e algum (Q,), é SM em M*, entéo:
grus(Q) )< gu(Q,) (Vk/ (Q,), é residuo-* de Q,);
5)Q=TM) = gM)> gM*);
6)Q=TM) e ngM)=1 = gM)> gM*;
N Q=TM) e gM)> gM*) = ngM)=1;
®)Q,=TM) e ngM)> 1 = gM)=gM*) e ngM)=ngM*+ 1;
©) Q,=TM) e gM)=gM*) = ngM)> 1 e ngM)=ngM*+ 1.
PROVA:
Item (1)
Pela forma de M temos que se R ¢ algum outro SM de M diferente de Q,, entdo
todas as possibilidades para R sao:
(@R c (\x,..2x,.P)Q,..Q, . Neste caso:
eRéalgumQ,(1<s<n e s#i),
e R ocorre em algum Q_ (possivelmente no proprio Q;),
e R ocorre em P;
(b) R é disjunto de (Ax,..Ax,.P)Q,..Q,;
© (\x,..2x,.P)Q,..Q, c R.
Analisemos cada caso.
CASO I:Réalgum Q, (1 <s<n e s#1i)
Neste caso, pela Defini¢do 6.2.12, (R), = Q, = M* € o tinico residuo-* de Q_ em M*.
E facil ver pela forma de M e de M* que qualquer Q, (s # i) continua ou ndo SM em
M#* conforme ele seja ou ndo SM em M.
Além disso, como x; e Q, tém o mesmo tipo, temos que:
L,(P)= L(P[x,/ Q,]) e portanto: [ (Ax,.. x,.P)= [ (Ax... Ax,.P[x,/ Q,]).
Logo, pela Defini¢do 6.2.5 de grau temos: gry(Q,)= gr,s(Q,)= gy (R),) (s # ).
CASO 2: Rocorre em algum Q, (1 <r<n) (Ou seja: RcQ,)
Neste caso, como R é SM em M, o Q_ em que R ocorre é do tipo:
() Q, =C,[Ay,. .. 2..N)S,..S_,RS,,,..S.].
Além disso, pela Defini¢dao 6.2.12:

ser#i,(R), =R c Q, « M* ¢ 0 tinico residuo-* de R em M¥;
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se =i, (R), =...= R), = R « M* sdo os k residuos-* de R em M¥ e k

representa o nimero de ocorréncias livres de x, em P.

Pelas formas de M e M* e por (i) temos que a estrutura interna de Q, nfo se altera
com a multiplicagdo-* M 2% M*, mesmo quando r= i. Logo:

(R é SM em M) = ((R), ¢ SM em M¥) e, além disso, gry(R)= gr,,:(R),).
CASO 3: R ocorre em P

(i) Neste caso, P € do tipo: P = C,[(ALy,. .. 2y..N)S,.. S_,RS.,,..S,] = C,[R].

Além disso, pela Defini¢ao 6.2.12, (R), = R[x,/ Q,] é o tnico residuo-* de R em M,

Pelas formas de M e M* e por (ii) temos:

(@ii)) M = C[(Ax,.. Ax,.C,[R]DQ,.. Q..

(iv) M* = C[(Ax,.. Ax,.C,[RIlx,/ Q,DQ,.. Q,, v, Q... Q.

Note que:

P[xx/ Q;] CZ[R][xl/ Ql] = Cz[xx/ Ql][R[xl/ Q;]] =

(vi)

= C,[x,/ Q. l[(\y,.. Ay .N[x,/ QDS [x,/ Q... S,_,[x,/ Q,IR[x,/ Q,1S...[x./ Q,].. S [x,/ Q,]].

) E claro que se y, ocorre livre em N, entio y, também ocorre livre em
N[x,/ Qlly./ S.)- - y,-i/ S,

Portanto, por (iii), (iv) e (v), ¢ pela Definicdo 6.2.4 de SM temos que se R é SM em P
entdo R[x,/ Q,]1= (R), é SM em P[x,/ Q,]. Ou seja, (R), € SM em M*,

Além disso, como substituiches ndo alteram o tipo de um termo, temos que
Ly, Ly N)= LQhy,.. Ay, Nlx,/ Q,]). Logo, gru(R)= gry(Rlx,/ QD= gryu(R),).
CASO 4: R é disjunto de (Ax,..Ax,.P)Q,..Q, em M

Neste caso temos duas possibilidades para M:

vi) M = C,[(Ay,. .. 2y..N)S,..S,_,RS,,,.. S.IC,[(\x,. .. Ax,.P)Q,..Q,], ou

M= C,[(\x,. .. Ax,.P)Q,.. Q,IC,[(\y,. .. Ay..N)S,..S_,RS,,,..S,].

E, além disso, pela Defini¢do 6.2.12 (R), = R é o tinico residuo de R em M.

Por (vi) temos:

wii) M*=C,[(\y,.. Ly..N)S,..S_,RS_,,.. S,IC,[(\x,.. Ax,.P[x,/ Q,DQ,.. Q,,y.Q,.... Q,],
ou

M*=C,[0x,.. Ax, Plx,/ Q,DQ,.. Q, y,Q..... Q.IC,[(\y;.. 2.N)S,.. S, ,RS..... S,].
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E claro, por (vi) e (vii) que o segmento-o. ao qual R pertence ndo se alterou com a
multiplicagdo-* de Q,. Logo, se R é SM em M, (R), = R também o é em M* e
Zu(R)= g, (R)y).

CASO 5: (Ax,..Ax,.P)Q,..Q, <R

Neste caso, R = C,[(Ax,. .. Ax,.P)Q,.. Q_].

Como R é SM e subtermo de M temos que M e M* sdo das seguintes formas:

M= C,[(Ay,. .. 2..N)S,..S_,C,[(Ax,. .. Ax,.P)Q,.. Q,IS..,..S,] e

M* = C,[(Ay,. .. 2y..N)S,..S_,C,[(\x,. .. 2x,.Plx/ Q]Q,..Q,_, x, Q,,,..Q,IS..,.. S.].

Além disso, pela Defini¢do 6.2.12 temos que o unico residuo de R em M¥# € definido
como:

R), = C,[(Ax,. .. Ax,.Plx;/ Q;DQ;.. Q;_, y; Q,,r.. Q]

Rescrevendo M e M* temos:

M= C,[(Ay,. ..A»..N)S,..S_,RS,,,..S,] ¢

M* = C,[(Ay,. .. y..N)S,..S_,(R),S..,.. S,].

E claro, olhando para M e M* acima que se R é SM em M, entdo (R), também o é em
M#, uma vez que as alteragdes que a multiplicagio-* de Q, provocaram tém escopo apenas
interno a R, ndo alterando a forma do segmento-o. no qual R ocorre em M. Além disso,
pela Definicdo 6.2.5 de grau temos:

guR)= LAy, .. 2y .N)= gry(R),).

Com isso analisamos todos os casos possiveis € provamos o Item 1. [

Item (2)
Nao ¢ dificil ver, pela Defini¢cdo 6.2.12 de residuo-*, que o tinico caso possivel no
qual R ndo ¢ SM em M e algum (R); é SM em M* ocorre quando as condi¢des (1) a (3)
abaixo forem satisfeitas.
(1) Q, tem a forma:
() Q, = Ay,..2y,..N.
(2) R c P e, para alguma ocorréncia livre de x; em P, temos P do tipo:
@) P=C,[xS,..S.,RS,,,..S,].
(3) y. ocorre livre em N.

Neste caso, por (i) e (ii) temos que M e M* tém as formas:
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i) M = C[Owx,.. Ax,.C,[x,S,.. S, .RS..... S.)Q,.. Q,,Oys.. 2y N)Qyy.. QL1

@iv) M* = C[(hx,..2x,.C[(Ay,.. Ay, N)S,..S. R'S_,,..S5,1Q,..Q, ,7,Q,,,..Q,], onde o
indice " que acrescentamos denota: X = X[x,/ Q;].
Além disso, pela Defini¢do 6.2.12 temos que (R), = R € o unico residuo-* de R em
M#. Ou seja, k= 1.
Neste caso, pela Defini¢do 6.2.4 € por (iv) a ocorréncia (R), = R € SM em M*.
Note também, por (iii), que R ndo é SM em M, pois ocorre em x,S,..S_,R.
Temos que x; e Q, sdo do mesmo tipo, caso contrario M néo seria termo de A°.
Considere:
Mx, e A" e Q =hy,....0.Ne A" (Aéotipodex, edeQ,).
(Vi) Ax,,,.. Ax,.P e AP
Entao, por (v), (vi) e pela defini¢do de tipos, temos:
Vii) Ax, AX,,,.. Ax, P e A™®.
Além disso, pela Defini¢dao 6.2.1 de comprimento de tipos e por (v) temos:
wiii) I(A)=L(Ay,.. Ay, .N) > [ (\Ly,..Ay..N), onde (1 <s<1).
Por (iv), (viii) e pela Definicdo 6.2.5 de grau temos que:

) &rup(R)= L0y, 2y N < LA) < [ASB).

Pela forma de M e pela Definicdo 6.2.5 de grau temos:
0 gu(Q) = LA A, P) = I(ASB).

Portanto, por (ix) e (x) temos que gr,,,(R),)< gry(Q,).

Item (3)

Pela Defini¢ao 6.2.12 de residuo-*, os tinicos casos nos quais um subtermo R possui
mais de um residuo em M* ocorrem quando, ou R € o préprio SM multiplicado (R = Q;), ou
R é subtermo do SM multiplicado (R < Q;). Mas por hipétese do Item 3, nenhum destes
dois casos ocorre, logo R s6 possui um residuo-* em M*, ou seja:

(@) k=1.

Note, pelo Item (1) deste lema, que (R), é SM em M¥ e:

53
Olhando para M ficamos tentados a pensar que a parte (Ly;..Ay,.N)Q,,;..Q, de M é um redex, o que na

verdade é falso, porque devido a precedéncia na operagdo de aplicagdo em A-termos Q,,, ndo estd sendo
aplicado a (Ay;..Ay,.N) apenas, mas a ((.. (Axy.. Ax,.C[x5S;..S,_;RS,, ;.. S DQy).. Q; - )Ay;.... Ay..N)).
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(ii) gw(R)= grys(R),).
Pela Defini¢do 6.2.9 de subtermo estrela, para provarmos que (R),= T(M¥) temos que
provar que:
(iii) Para qualquer S, SM de M*, vale:
(@) o A de S ocorre a direita do A de (R), em M* = gr,.(S)< gr,.(R),);
(b) o X de S ocorre a esquerda do A de (R), em M* = gr,,,(S) < gr,,,(R),).
Pelo Lema 6.2.14 vale:
(iv) Para todo S, SM em M¥, existe um S’ = M do qual S € residuo-*.
Temos duas possibilidades para S™: ou S’ é SM em M, ou S’ ndo é SM em M.
CASO 1: S’ndo é SM em M
Neste caso, pelo Item (2) deste lema temos:
V) gru(R)) & gu®R) > &S
E claro, por (v), que (iii)(a) e (iii)(b) sdo vélidos e portanto (R),= T(M*).
CASO 2:S’éSM em M
Neste caso, pelo Item (1) deste lema temos:
Vi) gru(S)= gry(S).
Dessa forma, por (ii) e (vi), como R é T'(M), pela Defini¢do 6.2.9 temos:
(vii) o L de S’ ocorre a direitado A de Rem M = gr,,,(S)< g.(R),);
(viii) o A de S’ ocorre a esquerda do A de Rem M = gr,,,(S) < gr,,,(R),).
Considere a afirmacao:
(*) O A de S’ ocorre a esquerdado A de Rem M =
o A de S ocorre a esquerda do A de (R), em M¥.
Por (vii), (viii) e (*) temos:
e O A de S ocorre a direita do A de (R), em M* = g1,,(S)< gr,,,(R),).
« O A de S ocorre a esquerda do A de (R), em M* = ¢7,,,(S) < gr,,,(R),).
(ix) Asssim, se assumirmos a afirmagdo (*), entdo (iii)(a) e (iif)(b) sdo validos para S e
portanto, pela Defini¢do 6.2.9, (R),= T(M¥).
Mas analisando a Defini¢do 6.2.8 de multiplicacdo-*, € facil perceber que as unicas
mudancas de posi¢des de subtermos que a multiplicagdo-* de Q, provoca sdao da direita para
a esquerda. Isto para o caso dos residuos-* de Q, e dos subtermos de Q,. Como R ndo é Q,

nem ocorre em Q, o maximo que pode ocorrer € o A de S’ ocorrer a direita do A de Rem M
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e o A de S ocorrer a esquerda do A de (R), em M*. Nunca o contrdrio disso. Logo, a

afirmacao (¥) é vdlida e, portanto, por (ix), provamos o Item 3. [

Item 4)

Pela forma de M* e pela Definicdo 6.2.4 de SM temos que para (Q;)_ser SM em M*, é
porque (Q;)_ocorre em algum subtermo N de M* que tem a seguinte forma:

@O N=(Qy,..2y..DE,..E., Q,),E....E,,

com y, ocorrendo livre em D.

Pela Defini¢ao 6.2.8 de multiplicagdo-*, para que uma situacdo como a descrita em (7)
ocorra em M*  as seguintes propriedades tém que ser vilidas em
M = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,.. Q]

@ P=C,[Ay,..0y..N)S,..S_, x, S_,;..S,];
(x, expresso é a m-€sima ocorréncia de x, em P)
(iii) y, ocorre livre em N.

Pela forma de M e M* e por (ii) temos:

)M = C[(Ax,.. 2x,.C,[(My,.. Ay..N)S,..S_ ; x, S_,,..S,]DQ,.. Q,].

) M* = C[(\x,..  x,.C,[(\y,..2y..N)S,..S_, x, S_,,.. S, IIx,/ Q,])Q,..Q, , y, Q,.,..Q,]

= C[(Ax,.. Ax,.C,[(Ay,.. 2y..N)S,..S., Q, S.,,..S.)Q,..Q, , v, Q..,..Q.],
onde usamos a seguinte abreviacdo: X = X[x,/ Q,].

Como, por (i), estamos considerando a m-€sima ocorréncia de x, em P, entao, pela
Definigdo 6.2.12 temos que a ocorréncia de Q, em M* é (Q,)_. Portanto, por (v) temos:

(i) M* = C[(Ax,.. Ax,.C,I(A\y,.. Ay.N)S,..S_, Q,), S....-S.DQ,..Q, , x, Q,.,..Q,].

Como, por (iii), y, ocorre livre em N, y_ certamente também ocorre livre em N, pois
a substituicdo € definida em x,. Logo, considerando: D=N e E; =S, (1 <j <), por (vi)
temos que (Q,), ocorre em um contexto do tipo expresso em (i), e portanto é SM em M*.

Por (iii), (iv) e pela Definicdo 6.2.4 de SM temos:

(vii) a ocorréncia de x, expressa em M é SM em M.

Além disso, por (iii):

(viii) O segmento-o de x; em M ocorre mais a direita que o segmento-o de Q.

Como, por hipétese do item, Q,= T(M), entdo por (vii), (viii) e pela Defini¢cao 6.2.9
de T(M) temos:
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(ix) gru(x,) < gru(Qy).
Pela Defini¢ao 6.2.5 de grau, por (iv) e por (vi) temos:
) gru@o)= LAY, Ay..N).
1) grw(Qu) )= LAy, hy N)= Ly, hy Nlx,/ Q,]).
Mas como x, e Q, tém que ser do mesmo tipo, caso contrario M néo seria termo de
A>, temos, por (x) e (xi):
(i) gru(x)= LAy, Ay N)= LAy, Ly Nlxy/ QD)= gry(Qy),)-
Assim, por (ix) e por (xii) temos:

gra(Q )< gr(Qy). D

Item (5)
Considere a proposi¢ao:
(*) Para qualquer S, SM em M*, vale g, ,(S) < gM).
(i) E claro, pela Definicdo 6.2.6 de grau de um termo, que (*) = g(M) > g(M*).
Vamos portanto provar (*).
Seja S = M* SM em M*.
(if) Pelo Lema 6.2.14 existe R < M tal que S € residuo-* de R.
Temos duas possibilidades para Re Q,: ou R=Q, ou R# Q,.
CASO 1: R=Q,
Neste caso, por (ii) e pelo Item (4) deste lema temos:

ZuS)< gu(Q,)= gM).

CASO 2: R+ Q,
Neste caso, por (ii) e pelo Item (1) deste lema temos:
({ii) gruy(S)= gru(R).
Além disso, como Q,= T'(M), pela Defini¢do 6.2.6 de grau de um termo temos:
(@) gru(R) < grw(Q,)= gM).
Logo, por (iii) e (iv) temos:
gru(S) < gM). 1
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Item (6)
Analogamente ao item anterior, provar que gM*)< g(M) é provar:
(*) Para qualquer S, SM de M*, vale gr,,(S)< g(M).
Seja S = M* SM em M*.
(1) Pelo Lema 6.2.14 existe R < M tal que S € residuo-* de R.
Temos duas possibilidades para Re Q,: ou R=Q, ou R# Q,.
CASO 1: R=Q,
Neste caso, por (i) e pelo Item (4) deste lema temos:

ZuS)< gu(Q,)= gM).

CASO 2: R+ Q,
Neste caso, por (i) e pelo Item (1) deste lema temos:
(@) grus(S)= gru(R).
Além disso, como Q,= T (M) e ng(M)= 1, pela Defini¢do 6.2.7 temos:
(@ii) gruR)< gru(Qy)= gM).
Logo, por (i) e (iii) temos:

gr(S)< gM). 1

Item (7)

Como Q,= T (M), provar que ng(M)= 1 é provar que para qualquer R — M:
*)R2Q, e RéSM em M = g, (R)< gM).

Seja R < M tal que R é SM em M.

Pelo Item (1) deste lema, como R #Q; temos:
@) R) € SM em M* e gr,,,(R))= gu(R) (Vk/ (R), é residuo-* de R).

Como gM*< g(M), pela Defini¢do 6.2.6 temos:
(@) grus(R)J< g(M).

Assim, por (i) e (ii): gry(R)< gM). 0

Item (8)
Se ng(M)> 1, entdo existe pelo menos um subtermo R £Q, tal que:

@O)RéESM em M e gn,(R)=g(M).
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Como R #Q,, pelo Item (1) deste lema temos:

(i) R), é SM em M* e gr,,(R))=gru(R) (Vk/ (R), é residuo-* de R).
Por (i) e (ii):

(iti) gry(R))= g(M).
Mas como Q,= T'(M), pelo Item (5) deste lema:

(@) gM) > g(M*).

Portanto, por (iii), (iv) e pela Definicdo 6.2.6 de grau de um termo temos:
) gM)= gM")
(vi) Seja S SM em M* tal que gr,,,(S)= g(M“)(T)g(M).
Pelo Lema 6.2.14 existe R — M tal que S ¢ residuo-* de R.
Temos dois casos possiveis para R: R ndao é SM em M ou R é SM em M.
Se R ndo é SM em M, entdo, pelo Item (2) deste lema, gr,,,(S)< gru(Q;)= gM), o que,
por (vi), ¢ um absurdo. Portanto:
(vii) S é residuo-* de R que é SM em M.
Pelo Item (4) deste lema, se S ¢é residuo de Q;, entdo gr,,,(S)< gm(Q,)=gM), o que,
por (vi), ¢ um absurdo. Portanto:
(viil) R £Q;.
Por (vii), (viii) e pelo Item (1) deste lema temos:
(ix) gryy(S)= gruR).
Assim, por (vi), (vii), (viii) e (ix) temos:
(x) Os tinicos SM em M que tém grau igual a g(M*) sdo os residuos dos ng(M)-1 SM de
M com grau igual a g(M) que sio distintos de Q,= T(M).
E claro, pela forma de M, que se B é SM em M e BcQ,, entdo o A de B ocorre a
direita do A de Q,. Portanto, pela Definicdo 6.2.9 de subtermo estrela temos:
xi)BcQ,éSM em M = g,,(B)x gM).
Logo, por (vi), (ix) e (xi) temos:
(i) RzQ,.
(xiii) Pela Definicao 6.2.12 de residuo-*, os tnicos casos em que um SM B em M
possui mais de um residuo-* em M¥ ocorrem quando B = Q, ou quando BcQ,.
Portanto, por (viii), (xii) e (xiii) temos:

(xiv) R s6 possui um residuo em M*.
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Sejam R, ..., R, os ng(M)-1 SM de M, distintos de Q,= T'(M), com grau igual a g(M).
(xv) Por (xiv) (R,),, ..., (R,), sdo todos os ng(M)-1 residuos-* destes SM's em M*,

(xvi) Por (x) e (xv), (R,),, ..., (R,), sdo os tnicos SM em M* com grau igual a g(M*).
Logo, por (xvi) temos: ng(M*)= ng(M)-1. |

Item (9)

(i) Seja S SM em M* tal que gr,,,(S)= gM*)= g(M).

Pelo Lema 6.2.14 existe RcM tal que S é residuo-* de R.

Temos dois casos possiveis para R: R ndo é SM em M ou R é SM em M.

Se R ndo ¢ SM em M, entdo pelo Item (2) deste lema gr,,,(S)< grm(Q,)=gM), o que,
por (i), ¢ um absurdo. Portanto:

(@) S é residuo-* de R que é SM em M.

Pelo Item (4) deste lema, se S ¢é residuo de Q;, entdo gr,,(S)< gm(Q,)=gM), o que,
por (vi), ¢ um absurdo. Portanto:

@) R #Q;.

Por (i), (iii) e pelo Item (1) deste lema temos:

v) gR)= gn, M#(S)ﬁ gM).

Assim, por (iii), (iv) e pela Defini¢do 6.2.7 temos:

) ngM)> 1.

Como Q,=T(M) e, por (v), ng(M)> 1, pelo Item (8) deste lema temos:

(i) ngM)= ngM*)+ 1.

Logo, por (v) e (vi) provamos o Item (9). ¢

Vamos agora iniciar o argumento principal da prova de finitude da seqiiéncia
estrela. No lema seguinte provamos que para um termo nao estrela M qualquer € necessario
um numero finito de passos da seqiiéncia estrela para diminuir o grau de M. Ou seja, existe
M** em B,,, com n< o, tal que gM)> g(M*™).

6.2.16 LEMA:
Se M é um A>-termo tal que ng(M) > 1, entdo existe n< o tal que g(M**)< g(M).
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PROVA:
Provaremos por indugdo em ng(M).
BASE: ngM)= 1
Pelo Lema 6.2.15-(6) temos: ngM)=1 = gM)> gM").
Portanto, n= 1< ® ja prova o caso bdésico.
PASSO: ngM)> 1
HI: Se N é um A>-termo tal que ng(N)< ng(M), entdo existe k< o tal que g(N" )< g(N).
Pelo Lema 6.2.15-(8), como ng(M)> 1 temos:
&) gM)= gM") e ngM)= ngM"}+ 1.
Logo, vale HI para M°® e portanto temos:
(ii) Existe um (M*)™ tal que g(M*)™)< gM°) e k< .

(iii) Mas pela Observacio 6.2.11.1-(h) temos: (M*)™ = M****_ Logo:

@iv) gM) = gM") (>) (M%) = gM™*). Além disso, como k< ®, k+ 1< .

Portanto, fazendo n= k+ 1, temos, por (iv): gM*< gM) e n< . ¢

No teorema seguinte provamos finalmente que a seqiiéncia estrela de qualquer termo

M é finita.

6.2.17 TEOREMA: Finitude de 3
A seqiiéncia estrela de todo A>-termo M € finita (I(By)< ®).
PROVA: Indugio em g(M).
Dizer que I(B,)< ® é o mesmo que dizer que existe 7< ® tal que M** é termo estrela.
E isto que provaremos.
BASE: gM)=0
Neste caso, M é estrela, e portanto M®® = M é termo estrela.
PASSO: gM)> 0
HI: para todo A>-termo N em que g(N)< g(M), existe s< o tal que N é termo estrela.
(i) Pelo Lema 6.2.16 existe n< o tal que gM"")< g(M).
Logo vale HI em M®*, e portanto:

(i7) Existe s< o tal que (M®)* é termo estrela.
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Logo, por (ii) e pela Observacdo 6.2.11.1-(h) temos: M*™** é termo estrela, e como,

por (e (ii)n< ® e s< w, € claro que n+ s< ®. ¢

6.2.18 DEFINICAO: Funcio Peso - p(M)
Seja M um A>-termo. Definimos o peso de M, e denotamos por p(M), como sendo o

numero de todas os subtermos pesados SP de M.

6.2.19 DEFINICAO: Funcio Ordinal - o(M)
Seja M um A>-termo. Definimos o ordinal natural associado a M, e o denotamos por

o(M), como: o(M)= p(M*)+ 1.

6.2.20 TEOREMA: Ecxisténcia, Finitude e Unicidade de o(M)

Para qualquer termo M, o(M) esta definido, € tdnico e finito.
PROVA:

O Comentdrio 6.2.11.1-(b) e o Teorema 6.2.17 garantem que, para cada termo M,
M* existe e é tinico. Logo, pela Defini¢do 6.2.19, o(M) existe e € tinico para todo termo M.

Como a seqiiéncia estrela que produziu M* a partir de M ¢é finita (Teorema 6.2.17), e
a multiplicacdo-*, executada a cada passo da seqiiéncia, € uma operacdo finitaria (Defini¢ao
6.2.8), entdo € claro que se M é um termo finito, M* também o é.

Logo, sendo finito, M* possui um nimero finito de subtermos pesados SP, ou seja,

p(M*)< . Portanto, pela Definicdo 6.2.19, temos que oM< ®. ¢

§3 Finitude da Pior Seqiiéncia - o(M)= L. (M)

Nesta secdo provaremos que a atribuicdo o(M), que verificamos ser dnica e finita

para cada termo M, corresponde ao comprimento da seqiiéncia de reducdo obtida

aplicando-se a estratégia perpétua a M (Lg (M)). Fazendo isso, provamos que Ly (M)< ® ¢

portanto, pelo Teorema 6.1.2 temos que Ly _(M)= o(M) ¢ ordinal natural para A°.
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6.3.1 LEMA:

Se M é um termo estrela e M — M’, entdo M’ também € termo estrela.
PROVA:

Considere:

() M= C[x.P)Q] —» C[P[w Qll= W’

Como M ¢é termo estrela, entdo (Ax.P)Q é K-redex (x ndo ocorre livre em P), caso
contrdrio Q seria um SM em M e portanto M nao seria termo estrela. Portanto, por (i)
temos:

@) M’ = C[P[x/ Q] = C[P]

Temos que provar que:

(*) Ndo existe SM em M = C[(Ax.P)Q] = ndo existe SM em M’ = C[P].

Provaremos (*) por contraposi¢do. Ou seja, provaremos que:

(**) Existe SM em M’= C[P] = Existe SM em M = C[(A\x.P)Q].

Considere que existe SM em M’. Entao:

(@ii) Existe R = (Ay,.. Ay,.N)B,.. B, ¢ M’ = C[P] tal que algum B, é SM em M.

Temos trés possibilidades para R com relagio a P:

@RcP;
®)PcR;
(c¢) R e P sao disjuntos.
Analisemos cada uma delas:
CASO I: RcP

Neste caso, R < (Ax.P)Q e portanto M também possui SM.
CASO 2:PcR

Neste caso, por (iii) temosP c N,ou Pc B, (1 <i<n)

Consideremos o caso P < N.

Entao: N = C,[P] e temos, por (iii):

() M’ = C,[(Ay,.. Ay,.C,[P]B,..B.].

Entdo, por (i), (iii) e (iv) temos:

M = C,[(Ay,.. Ay,.C[(x.P)Q])B,.. B_], e portanto algum B, é SM em M.

O caso em que P c B, é andlogo a este.

CASO 3: P e R sdo disjuntos
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Neste caso: M’ = C,[R]C,[P] ou M’= C,[P]C,[R].
Para cada um destes casos temos:
M = C,[R]C,[(Ax.P)Q] ou M’= C,[(Ax.P)Q]C,[R].

Logo R ocorre em M, que portanto possui SM. ¢

6.3.2 LEMA:

Seja M = C[(\x,..Ax,.P)Q,..Q,], onde (Ax,..Ax,.P)Q,..Q, é 0 segmento-o. mais a
esquerda de M e Q, ndo é SM em M. Todos os casos possiveis para T'(M) sdo os listados
abaixo e as seguintes propriedades sdo validas:

(@) Se T(M) < P entio:

(1) M* = C[(\x,.. Ax,.P*)Q,.. Q,], onde:
(x,..2x,.PQ,..Q, é o left-most segmento-o. de M°.
) M™ = C[(\x,.. Ax,.PHQ,.. Q,], onde:
(x,.. x,.P")Q,.. Q, é o left-most segmento-o. de mee >
() Se (T(M) < C[ ]) entdo:
(1) M* =C* [(Ax,.. 2x,.P)Q,..Q,], onde:
(... 2x,.P)Q,.. Q, é o left-most redex de M°.
) M™ = C°[(O\x,.. \x,.P)Q,.. Q.], onde:
(x,..2x,.P)Q,.. Q, é o left-most redex de M™.
(¢) Se (T(M) < Q,) (1 <i< n)entio:
(1) M® = C[(wx,.. Ax,.P)Q,,...Q,,, Q}, Q,.,....Q,], onde:
x,.. 2x,.P)Q,....Q,,, Q. Q,,;....Q, € 0 left-most segmento-o. de M°.
Q) (i # 1) = M™ = C[(hy,.. Ax,.P)Q,....Q, ,, Q}, Q,.,....Q,], onde:
(Ax,.. 0x,.P)Q,,...Q,,., Q, Q,......Q, € 0 left-most segmento-o. de M™.
(d) Se T(M) € algum Q; (1 <i < n)entdo:
(1) M* = C[(\x,.. Ax,.Plx/ Q,]Q;,...Q, 1, ¥, Q..1s...Q,], onde:
Ox,.. Ax, Plx,/ QDQ;....Q, 1, ¥, Quurs-. »Q, € 0 left-most segmento-o de M.
ey é uma variavel nova do mesmo tipo de x;.
Q) (i 21) = M™ = C[(\x,.. Ax,.Plx,/ Q,DQ,....Q, 1, ¥, Q,\1»...Q,], onde:
(Ax,.. Ax,.Plx,/ Q,DQ,....Q, 1, ¥, Quurs.. -Q,, é 0 left-most segmento-o. de M™.

54
Como definido em 4.4.4.1-(c), M7 é o termo obtido de M pela reducio do seu left-most redex.
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ey é uma variavel nova do mesmo tipo de x;.

@©pM) = pCLD+ pP)+ n+ X pQ,).

PROVA:

As propriedades para os Itens (@), (¢) e (d) sdo imediatas pela definicio de
multiplicacdo-*. Vamos nos concentrar nos Itens (b) e (¢), € no fato dos 4 casos ((@) a (d))
esgotarem todas as possibilidades para 7'(M).

Seja:

() S = (\x,.. Ax,.P)Q,.. Q, o left-most segmento-o. de M e

(@) R = (Ay,.. Ay,.N)B,.. B, 0 segmento-a em que 7' (M) ocorre.

Por (i): M = C[S].

Temos quatro possibilidades para R, com relagdo a S:

(IHRcS 2)R=S
B3)ScR @) R e S sdo disjuntos.

Analisemos cada uma delas:

O caso (1) representa os Itens (a) e (c) do teorema.

O caso (2) representa o Item (d) do teorema.

O caso (3) ndo ocorre, pois, uma vez que se S — R, o A de R ocorre a esquerda do A
de S, o que é absurdo, pois S é o segmento-o. mais a esquerda em M.

No caso (4), como S € o left-most segmento-a de M temos, M = C,[S]C,[R], ou seja,
R ocorre a direita de S em M. Dessa forma, qualquer multiplicagdo-* em R ou em qualquer
outro segmento-a de M néo altera S nem multiplica S. Portanto podemos, sem problemas,
utilizar a seguinte abreviacdo:

M = C[S] %, (C[S])" =C’[S]=M".

Dessa forma, os resultados para o Item (b) também seguem naturalmente.

Vamos provar o Item (e).

O caso (3) acima € falso para R e para qualquer outro segmento-o. de M, portanto, se
N é segmento-a qualquer em M temos um dos casos:

N é disjuntode S = M c C[],
NcP,
NcQ,(1<i<n) ou

N=S.

286



Dessa forma, contar todas as ocorréncias pesadas de M é contar todas as ocorréncias

pesadas de cada um desses possiveis Ns, e portanto:

pM)= pCLD+ pP)+ n+ = p(@,). +

6.3.4 LEMA:
Considere Q = M tal que Q é SM em M e gM*)< gr,(Q).
Entdo gM)= gry(Q).
PROVA:
Suponha, por absurdo, que gM)> gr,(Q).
Isto implica que (M) = Q, logo, pelo Lema 6.2.15-(1), todo residuo (Q), de Q é SM
em M° e, portanto, gM®) > gr,,(Q), 0 que é um absurdo, pois gM")< gr,(Q) por hipétese.
Logo, descartamos a hip6tese do absurdo e temos g(M) < gr,(Q).

Mas pela Defini¢do 6.2.6 nao é possivel que g(M)< gr,(Q). Logo, gM)= gr,,(Q). ¢

O teorema seguinte apresenta uma caracterizagdo de M* a partir de M quando o left-
most redex de M é um K-redex. Os Itens (a) e (b) sdo necessarios na prova do Item (c¢) que

serd essencial para provarmos que o(M)= p(M*)+ 1= L (M).

6.3.5 TEOREMA:
Seja M = C[(\x,..Ax,.P)Q,..Q,], onde (Ax,..Ax,.P)Q,..Q, é o segmento-o. mais a
esquerda de M. Se (\x,..x,.P)Q, é um K-redex entdo:
(@) M* = C*[(Ax,.Ax,.. Ax,.R)Q}S,.. S, ],
onde (Ax;.Ax,..Ax,.R)QFS,.. S, é o segmento-o mais a esquerda de M*;
(b) M = M* = C*[(Ax,.. Ax,.R)S,.. S,];
© pM*) = pM™) + p@P) + 1.
PROVA:
Itens (a) e (b)
Seja By = M',.., M® a seqiiéncia estrela para M. Provaremos os Itens (a) e (b) por
inducdo em I(By)=s.
BASE: [(B,)=1

Se I(B,)= 1, entdo M é termo estrela, e temos:
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OM=M*C[]1=C*]1,Q,=Q,*(1 <i<neP=P*

Logo, M* = C*[(\x,.. Ax,.P*)Q,*.. Q,*], onde (Ax,.. x,.P*)Q,*..Q,* é o segmento-
o mais a esquerda de M*. Assim, considerando R = P* e S, = Q,;* (2 < j < n) temos o caso
basico do Item (a) resolvido.

Pelo Lema 6.3.1 temos que M” é termo estrela. Logo:

(i) M = M™*,

(iii) Portanto: M™* = m° = M=,

Note que como, por hipétese do teorema, (Ax,..Ax,.P)Q, é um K-redex, temos que

M = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,..Q,]. Logo, por (iii) e (i) temos:

M = M” = M*7 = C*[(Ax,.. Ax,.P*)Q,*.. Q,*]. Assim, considerando R=P*e S, =

Q,* (2 <j < n) temos o caso bdsico do Item (b) resolvido.
PASSO: (B> 1
HI: Se N é um termo cujo left-most redex é um K-redex e I(By) < I(By), entdo os Itens (a) e
(b) do teorema valem para N.

Note que como (Ax;..Ax,.P)Q, é um K-redex temos :

(i) M” = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,.. Q,].

(ii) E claro, pela Observacio 6.2.11.1-(h) que IBy)< 1B

Como M® é obtido de M pela multiplicagio-* de T(M), vamos analisar todos os casos
possiveis para T (M).
CASO 1: T(M) ocorre em P

Neste caso, pelo Teorema 6.3.2(a)(1) temos:

(iii) M* = C[(Ax,.. Ax,.P"Q;.. Q,], onde:

(x,..2x,.P"Q,..Q, é o left-most segmento-o. de M°.

(iv) Note que (Ax,..x,.P*)Q, também é um K-redex, pois se x, ndo ocorre livre em
P, também ndo ocorre em P°.

Assim, por (iii) e (iv) temos que:

) M*™ = C[(\x,..2x,.PHQ,..Q,].

Alem disso, pelo Teorema 6.3.2(a)(2) temos:

i) M™ = C[(\x,.. Ax,.P*)Q,.. Q.].

(vii) Logo, por (v) e (vi): M*" = M™,

Por (ii), (iii) e (iv) temos que vale para M®a hipétese indutiva. Logo
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wiii) M** = C*[(Ax, . Ax,.. Ax,.R)QFS,..S,] e
M = M+ = C*[(\x,.. Ax,.R)S,.. S,].
Mas, pela definicdo da seqiiéncia estrela temos:
(ix) M = M*,
() M7 = M™%,

(i) Entdo: M™ = M™* = M*™* = M**® = M+~
(x) (vii) (viii) (ix)

Assim, por (viii), (ix) e (xi) temos:
M* = C*[(Ax,.Ax,.. Ax, . R)Q*S,..S_] e
M#* = M™* = C*[(Ax,.. Ax,.R)S,.. S.], 0 que resolve o Caso 1.
CASO 2: T(M) ocorre em C[ ]
A solugdo € andloga a do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(b).
CASO 3: T(M) ocorreem Q; 2<i<n)
A solucgdo € andloga a do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(c).
CASO 4: T(M) ocorre em Q,
Neste caso, pelo Teorema 6.3.2(c)(1) temos:
(i) M* = C[(\x,.. Ax,.P)Q;.. Q,], onde:
(x,..2x,.P)Q;..Q, é o left-most segmento-a. de M®.
(xiii) Note que (Ax,..Ax,.P)Q; também é um K-redex.
Assim, por (xii) e (xiii) temos que:
iv) M™ = C[(wx,.. Ax,.P)Q,.. Q,].
(xv) Por (i) e (xiv) temos que M” = M™.
Por (i), (xii) e (xiii) temos que vale para M® a hipétese indutiva. Logo:
(i) M** = C*[(hx, Ax,.. Ax,.R)Q}*S,.. S, ] e
M = M+ = C*[(\x,.. Ax,.R)S,.. S,].
Mas, pela definicdo da seqiiéncia estrela temos:
(evii) M* = M.
(oviii) QT = Q.
(xix) Entdo: M™* z M *0 = M?*+- Z, M=~
Assim, por (xvi), (xvii), (xviii) e (xix) temos:
M* = C*[(Ax,.Ax,.. Ax, . R)Q*S,..S_] e
M* = M™ = C*[(Ax,.. Ax,.R)S,.. S.], 0 que resolve o Caso 4.
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CASO 5: T(M)é algum Q, 2 <i < n)

A solucdo € andloga ao Caso 1, aplicando aqui o Teorema 6.3.2(d).

Note que ndo ocorre o caso de 7'(M) ser Q,, pois (Ax,..Ax,.P)Q, é um K-redex, ou
seja, Q, ndo é subtermo multiplicativo em M. Portanto todos os casos possiveis ja foram

tratados o que termina a prova dos Itens (a) e (b). [

Item (¢)

Pelo Item (a) e Teorema 6.3.2-(e) temos:

(00 pM=) = pCH D+ pR)+ n+ pQ)+ % p(S,)
Pelo Item (b) e Teorema 6.3.2-(¢) temos:

() pM™) = M) = pCH{ D+ pR)+ (1D + 3 p(S)).

Logo, por (xx) e (xxi) temos:
p(M*) = p(M™) + p(Q,*)+ 1. ¢

As duas definicdes seguintes serdo muito utilizadas para a caracterizacdo de M* a

partir de M quando o left-most redex de M € um I-redex.

6.3.6 DEFINICAO: Termo Limite (o equivalente de derivacio limite)

Seja M um termo, n> 0 um ntmero natural e B,, = M*,..., M* a seqiiéncia estrela
para M. Definimos o termo limite de M para n, e denotamos por M™™! como o termo M*
(0 <i < s)da seqiiéncia By, tal que:

(i) Se g(M) < n, entdo M™ ¢ M*° = M.

(ii) Se g(M) > n, entdo M'™! é o primeiro M** de B,, tal que: gM**) < ne gM™™) > n.

6.3.6.1 OBSERVACOES:
(a) Como, pelo Lema 6.2.15-(5), gM"%) > gM****) (1 < i < s), o que a definicdo acima
estabelece é que M™ é o termo da seqiiéncia B,, de menor indice que tem grau maximo

multiplicativo menor que n.
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() Como gM*)=0 (pois M*™ ¢ termo estrela) e, pelo Lema 6.2.15-(5),
gM™) > gM**) (0 <i< s), entdo, para todo n> 0, temos que existe um M"* (0 < i < s) tal
que M* =M™

(¢) E claro, por propriedades da seqiiéncia estrela, que pi=M", .., M* =M™ a
segiiéncia estrela limite de M para n é unica, e para cada M e n existe um e apenas um M

associado. Além disso, se M™ =M e r<k, entdo (M*)™ = M,

6.3.7 DEFINICAO: Subtermo Pesado Local
Seja S < P[x/ Q] um subtermo pesado (SP) em P[x/ Q]. Dizemos que S é um subtermo

pesado local a P em P[x/ Q], e denotamos por SPL em P[x/ Q], se P tem a forma:
P=C[(y,...2y,.N)B,..B_,RB_,,..B.] e S=R[x/Q].

Neste caso, considerando a abreviagao X = X[x/ Q] temos:
Plx/ Q] = C[(Ay,. ..Ay,.N)B,..B_,RB.,,..B_1lx/ Q]
= C[(Ay,...Ay,.N)B, ..B, ;Rlx/Q]B, ,,..B, 1.

No teorema seguinte provamos uma longa série de itens, com o objetivo principal de
demonstrar que podemos reduzir o caso em que o left-most redex de M é um I-redex ao caso
em que ele é um K-oredex, para o qual, no Teorema 6.3.5, ji apresentamos uma
caracterizagdo para M* e demonstramos propriedades sobre p(M*). Basicamente o resultado
que interessa € apenas o Item (12), que demonstra que se M = C[(Ax,..Ax,.P)Q,.. Q,], onde
Ax;.. 2 x,.P)Q, é o left-most redex de M e um Iredex, entdio M* = M}, onde
M, = C[(Ax,.. Ax,.Plx,/ Q,]y,Q,.. Q,] obtido pela multiplicagdo estrela de Q, em M. Note
que em M,, (\x,.. Ax,.P[x,/ Q,])y, é o left-most redex e € um K-redex, pois y, é varidvel nova.
Todos os demais 11 itens do teorema abaixo s6 sdo uUteis na medida em que sdo necessarios

para a prova do ultimo.

6.3.8 TEOREMA:
Seja M = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,..Q,], onde:

e (Ax;..2x,.P)Q,..Q, é o segmento-o mais a esquerda em M,
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o (Ax,..2x,.P)Q, é um I-redex e
* gru(Q)=k.

Seja M, = C[(\x,.. Ax,.P[x,/ Q,])y,Q,.. Q,] obtido pela multiplicagio estrela de Q, em M.

Considere também P, = P(x,/y,..y.) um termo obtido de P pela substituicio das
ocorréncias livres de x,, da esquerda para a direita, respectivamente, pelas varidveis novas
Vis -+ V. Entao:

(1) M¥- = [y, . ax, PEHQ™.. Q).

2) M™ = C™M[(x,.. dx,.P™[x,/ QM y, Q¥ .. Q.

(3) M = C™M[(x,.. Ax,.(Plx,/ Q. D™y, Q.. QL.

@ gPlx,/ QD) = gnu(@Q,) = T(Plx,/ Q,]) é SPL(P[x,/ Q,]) ou T(P[x,/ Q,]) = Q,.

6) gP) < gPlx,/ Q).

6) T(P[x,/ Q,]) é SPL(P[x,/ Q,]) = gP)=gPlx,/Q,).

(M) T(Plx/ QD) ¢ SPLPIx,/ Q,) = (Plx/Q,D)"=P°[x,/Q,].

®) Plx,/ Q,1=P,y,/Q,].. v/ Q,].

©) PHx,/ Q¥ = P y,/ QM. [y/ Q.

(10) (Px,/ QD)™ = P™[x,/ QI*].

A1) M¥ = M[H,

(12) M* = Mk,
PROVA:
Itens (1) e (2)

(i) Seja M* = M** o iiltimo termo de P,

(ii) Considere M™ = M™ (0 < m < s).

Como Q, é SM em M, entdo g(M) > gr,(Q,)= k. Logo, por (ii) e pela Defini¢do 6.3.6

Om-1

de M™ temos que m> 0. Portanto, por (if) temos que: M™ ™ = M™™* estd definido.
Provaremos os Itens (1) e (2) por inducao em m.
BASE: m=1

Neste caso temos:

(i) M2 (E) M™t=M"=M e M¥ =M

Mas se M™ = M®, pela Defini¢io 6.3.6 temos que:

55
A notagdo M™1~? ¢ uma abreviagdo para M*™* tal que M*® = M1,
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@) gM") < k= g(@Qy).
1) gM™) = gM) >k = gry(Q,).
(vi) Logo, por (iv) e (v): gM)> g(M*).
(vit) Mas por (vi) e pelo Lema 6.2.15-(7): ng(M)= 1.
Por (iv) e pelo Lema 6.3.4 temos:
(viii) gM)= gru(Qy).
Mas, se gM)= gry(Q,), ngM)=1e Q, € SM em M, entdo € claro que:
(ix) Q,= T(M).
Dessa forma, por (vii) € (ix) temos que nenhum outro SM de M além de Q, tem grau
maior ou igual a gry(Q,). Logo, pela forma de M temos:
@ gCID < gu@Qy), sP)< guQ) e gQy < gu@Q) I <is<n).
Assim, como grny(Q,) = k, por (x) e pela Definigdo 6.3.6 temos:
) C¥[1=C[;PH=PeQ,®=Q,(1<i<n).
Entdo, por (iii) e por (xi), temos:
(i) MM =M = C[(hx,.. Ax,.P)Q,.. Q,] = CH[(x,.. Ax, P"HQM.. QM.
Além disso, por (ix) e (xii) temos:
(i) M™ = C¥M[(x,.. Ax,.P¥ [x,/ QM y, Q.. Q.
Logo, por (xii) e (xiii) provamos o caso bdsico dos Itens (1) e (2).
PASSO: (m> 1).
HI: Se N é uma derivacdo com a forma de M e N™ = N com j < m, entdo os Itens (1) e
(2) do teorema valem para N.
Como m> 1 e M™ = M®™, entdo pela Definicdo 6.3.6 e Observacio 6.3.6.1-(c) temos:
(iv) gM)>k e gM*) > k;
(o) M = (M*)I e MIAIE = (M2,
Dessa forma temos:
(evi) (M) & Mo = M= 6211 10) (M®)™2,
Como M® é obtido de M pela multiplicacio-* de T(M), vamos analisar todos os casos
possiveis para T'(M).
CASO 1: T(M) ocorre em P
Neste caso, pelo Teorema 6.3.2(a)(1) temos:
(wvii) M® = C[(wy,.. Ax,.P")Q,.. Q,], onde:
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(... x,.PQ,.. Q, é o left-most segmento-o. de M°.

(wviii) Note que (Ax,..Ax,.P")Q, também é um I-redex, pois se x, ocorre livre em P,
também ocorre em P°.

Por (xvi), (xvii) e (xviii) vale HI para M°® e portanto:

(xix) (MHHI = CH¥ [, A, (PHPHQM .. Q.
Gx) MO = CH[Oux,.. Ax,.(PH™ [x,/ QI )y, QLF .. QM.

Mas se T(M) ocorre em P, é claro que g(P) = g(M)()%I)k, e portanto, pela Defini¢ao
6.3.6 P™ = P* tal que j > 1. Portanto, pela Observacio 6.3.6.1-(c) temos:

(o) (PH™ = P,

Assim, por (xv) (xix), (xx) e (xxi) temos:

M- = (M%)t = CH (O, .. Ax, PPHQM . QIH].
M = M*™ = CH[(hx,.. Ax,. P™[x,/ QM ]y, Q.. Q).
E com isso resolvemos o Caso 1.
CASO 2: T(M) ocorre em C[ |

A solucdo € andloga a do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(D).
CASO 3: T(M) ocorreem Q; (1 <i<n)

A solucgdo € andloga a do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(c).
CASO 4: T(M) é algum Q;

Note que como Q, é SM em M, o unico dentre os Q,s de M que pode ser T(M) é Q,,
pois, pelo Lema 6.2.13, g(Q,)> g(Q,) (1 <i< j< n). Entdo T(M)=Q,.

Como (Ax,..2x,.P)Q,..Q, € o left-most segmento-a de M e Q,=T(M), entado
ng(M)= 1, pois caso contrdrio existiria algum subtermo R, SM em M, com gr,(R)= gru(Q,) e
com o A de R ocorrendo a direita do A de Q,. Mas isso seria um absurdo, de acordo com a
Observagdo 6.2.9.1-(b), pois Q, é T(M).

Dessa forma, como ng(M)=1 e T(M)= Q,, temos que nenhum outro SM de M além
de Q, tem grau maior ou igual a gr,(Q,). Logo, pela forma de M temos:

ooxid) gCL D < gm(@Qy), gP) < gn(@Qy) e gQ) < gu(Q) A <i<n).
Assim, por (xxiv), como gry,(Q,)= k, pela Defini¢cdo 6.3.6 temos:

(i) CH[1=C[ ;P =PeQ®=Q,(1<i<n).
Alem disso, como 7 (M)= Q, temos que:

(exiv) gM) = gM™) = gny(@Q,) = k.
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Como ng(M)= 1, por (xxiv) e pelo Lema 6.2.15-(6) temos:
) gMY) < gM) = k.
Logo, por (xxiv), (xxv) e pela Defini¢do 6.3.6 temos:
(exvi) MY = M®, e portanto, M™ = M®™ = M.
Mas como T(M) = Q, temos:
(exvii) M® = Cl(wx,.. Ax,.Plx,/ Q, )y, Q,.. Q,].
Assim, como M = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,.. Q,], por (xxiii), (xxvi) e (xxvii) temos:
M = CHM[(O,. . Ax, PPHQM .. Q] e
MY = CH™M(,.. Ax, P™ [x,/ QI y, Q.. QL.

E com isso resolvemos o Caso 4 e os Itens (1) e (2) do teorema. [

Item (3)
(i) Considere M = M*3,
Provaremos o Item (3) por inducdo em j.
BASE: (=0) = M =MP?=M,
Neste caso, pela Definicao 6.3.6 temos:
@) gMf) < k.
Logo, por (ii), todos os subtermos de M}*! tém grau mdximo menor que k.
(@ii) Portanto: g(C[ )< &, gPlx/ QD)< k e gQ)< k(1 <i<n).
Portanto, pela Definicdo 6.3.6 e (iii) temos:
@) CHM[1=C[
(Plx/ QD™ =Plx,/ Q,] e
Q¥ =Q, Ad<i<n).
Assim, por (iv), pela hipdtese do caso basico (j= 0) e pela forma de M, temos:
M =M, = CHM[(x,.. Ax,.(Plx/ QD™ )y, Q.. Q1.
PASSO: j> 0
HI: Se N é uma derivacio com a forma de M, e N™ = N*, com i < j, entdo o Item (3) do
teorema vale para N.
Se > 0, pela Defini¢dao 6.3.6 temos que:
) gM,) >k e M =M;* tal que i> 0.
Logo, por (v) e pela Observacao 6.3.6.1-(c) temos:
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(i) ME¥ = (M)
Dessa forma temos:
Vi) MP™ = MM = MY = (M7
Como M; é obtido de M, pela multiplicacio-* de T'(M,), vamos analisar todos os
casos possiveis para T'(M,).
CASO 1: T(M,) ocorre em P[x,/ Q,]
Neste caso, pelo Teorema 6.3.2(a)(1) temos:
iii) M} = C[(\x,.. Ax,.(P[x,/ QD" Q,.. Q,], onde:
(x,.. x,.(Plx,/ QD W,Q,.. Q, é o left-most segmento-o. de M5.
Por (vii) e (viii) temos que vale HI para M;. Logo:
(@) MY = CW [, .. A, (Pl QD). Q.. QL]
Mas se T(M,) ocorre em P[x,/ Q,], € claro que g(P[x,/ Q,])) = gM,) (%)k.
(x) Logo, pela Observagio 6.3.6.1-(c), (Plx/ Q,)")™ = (P[x/ Q,)™.
Assim, por (vi), (ix) e (x) temos:
M = C™[(x,.. Ax,.(Plx/ Q, D"y, Q.. QL.
E com isso resolvemos o Caso 1.
CASO 2: T(M,) ocorre em CJ ]
A solucdo € andloga a do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(D).
CASO 3: T(M,) ocorre em Q, (1< i < n)
A solugdo € andloga a do Caso 1, aplicando-se aqui o Teorema 6.3.2(c).
Note que o caso em que 7(M,)cQ, ja foi tratado no Caso 1 (T'(M,)cP[x,/ Q,)).
CASO 4: TMy éalgum Q, 2<i<n)
Pela forma de M, e pelo Lema 6.2.13 temos:
i) gu@Q)> gu@Q,) (1<j< n).
Como M, foi obtido de M pela multiplicacdo-* de Q,, pelo Lema 6.2.15-(1) temos:
(i) gru,(Q.)= gu(Q,) 2 <i<n).
(xiii) Logo, por (xi) e (xii) temos: k= gry(Q,)> gry,(Q) 2 <i<n).
Assim, como por hipétese do caso T(M,) é algum Q; (2 <i < n), por (xiii) temos:
xiv) M= gru,(Q,) (;i) k (para algum 2 <i < n).

Logo, por (xiv) e pela Definicdo 6.3.6 temos que M = M:° = M,, e portanto o Caso

4 se resolve exatamente como 0 caso basico. [
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Item 4)
Seja S= T'(P[x,/ Q,]). Pelo Lema 6.2.14 existe R < P/ S é residuo-* de R.
Temos duas possibilidades para R: ou R é SM em M, ou R ndo € SM em M.
Se R ndo é SM em M, pelo Lema 6.2.15-(2) temos:
8O &otx1/01(S)= &P/ QuD< gru(Qy).
O que é um absurdo, pois por hipé6tese do caso gP[x,/ Q,]) > gru(Q,).
(?) Portanto, R é SM em M.
Mas pela Defini¢do 6.2.12 de residuo-*, se algum residuo-* de R ocorre em Plx,/ Q,],
entdo todas as possibilidades para R com relagdo a P sdo:
@ RcP, R=Q, ou RcQ,.
Analisemos cada caso:
CASO 1:RcP
Como, por (i), R é SM em M, temos que:
@ii) P = C,[(\y,..Ay..N)B,..B_ ,RB._,,..B,] e
Plx/Q,1=C,[(Ay,..Ay..N)B,..B_,RB._,,.. B.][x,/ Q,]
=C,[(Ay,..Ay..N)B,..B_,R[x,/Q,]B.,,.. B.], onde: X = X[x,/ Q,].
(iv) Note, por (iii) e pela Definicdo 6.2.12 que S = (R), = R[x,/ Q,].
Portanto, por (iii), (iv) e pela Defini¢do 6.3.7, S= T(P[x,/ Q,]) é SPL em P[x,/ Q,].
CASO 2:R=Q,
Se R=Q, e S= T'(P[x,/ Q,]) é residuo-* de R (S=(Q,),), entdo, para alguma ocorréncia
livre de x; em P temos:
v)P=C,[(Ay,..2y..N)B,..B_, x; B_,,.. B,].
Plx,/Q,] = C,[(Ay,..Ay..N)B,..B_, x; B_,,.. B,1[x,/ Q,]
= C,[(Ay,..Ay..N)B,..B_, x,[x,/Q,]B,_,,..B,]
= C,[(\y,...2y..N)B,..B__, Q, B,,,.. B,]
= C,[(Ay,. ..Ay..N)B,..B_, Q,), B.,,..B.l.
onde: X = X[x,/ Q,].
Note, por (v) e pela Definicao 6.3.7, que T(P[x,/ Q,)=S = (Q,), = x,[x,/ Q,] € SPL em
Plx,/ Q,1.
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CASO 3:RcQ,

Neste caso, € trivial pela Definicdo 6.2.12 de residuo-* que, se S é resisuo-* de R,

entdo S= T'(P[x,/ Q,]) ocorre em alguma cépia de Q,, ou seja, T(P[x,/ Q,]) = Q,. [

Item (5)
Seja R= T'(P). Temos que P tem a forma:
@) P=C,[(Ay,..Ay..N)B,..B, ,RB,,,..B.].
E claro, por (i) que:
@) Plx,/ Q1= C,[(My,..Ay..N)B,..B_ ,RB_,,.. B ][x,/ Q]
= C,[(Ay,..Ay..N)B,..B_,R[x,/Q,]B._,,..B,],
onde: X = X[x,/ Q,].
Como R=T(P) é SM em P, entdo y, ocorre livre em N, e também em N, logo, por
(it) temos:
(@)R[x,/ Q,] é SM em P[x,/ Q,].
Como [ (Ay,.. y..N)=1L(My,..Ly.N), entdo, gP)=gr(R)= &m0 R/ Q.D,
portanto, por (iii), existe um SM em P[x,/ Q,] com grau igual a g(P).
Logo, gP) < gP[x,/ Q,]). [

Itens (6) e (7)
Se T(P[x,/ Q,]) € SPL em P[x,/ Q,], entdo, pela Defini¢do 6.3.7 temos:
()P = C,[0\y,.. 2y..N)S,..S..RS_.... S,].
@) Plx,/ Q1= C,[(\y,.. Ay..N)S,..S_,RS,,,.. S 1x,/ Q,]
= C,[(A\y,..2y..N)S,..S_,R[x,/Q,1S,,,.. S.],

onde X = X[x,/Q,] e R[x,/Q,l= T(P[x,/Q,)).
Note, por (i) ¢ (i), que se R[x,/ Q,] é SM em P[x,/ Q,], entdo R é SM em P.”°
Além disso, também por (i) e (ii) é claro que:

(@ii) gP) 2 gre(R)= gy 011 (RIxy/ QD)= g(Plxy/ Q, ).
Como, pelo Item (5), g(P) < g(P[x,/ Q,]), entdo, por (iii) temos:

(iv) gP)= gr(R)= g(P[x,/ Q,]) (o que prova o Item (6)).

56
A convencio de varidveis proibe que exista y, livre em Q,, portanto, se R[x;/Q;] é SM em Plx,/Q,] é

porque y, ocorre livre em N, e portanto, R é SM em P.
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Para provar o Item (7) vamos inicialmente provar que R= T'(P).

Suponha que R ndo é T(P). Entdo, por (iv) e pela Definicdo 6.2.9, existe
S c P tal que o A de S ocorre a esquerda do A de R em P e gr,(S)= g(R).

(v) Mas pela Defini¢do 6.3.7, tal S define um S[x,/ Q,] que é SPL em P[x,/ Q,], cujo A
ocorre a esquerda do A de R[x;/ Q,] € g4, /0.,(SIx/ QD)= gr(S).

Neste caso, por (v) e pela Defini¢do 6.2.9, R[x,/ Q,] ndo poderia ser T(P[x,/ Q,]), o
que por (ii) ¢ um absurdo. Portanto R= T'(P) e:

i) P*=C,[(\y,. ..2y.Ny./R]S,..S,, y. S..,..S.].

Logo, por (i) e (vi) temos:

(Plx,/ Q1]). (|E|) C.lAyy. .. Ay NEx/ Q v/ Rlx,/ Q,IDS, .. S,_; ys S.ia--Sed
5, Gl - 2N/ R/ Q,DS,.. 8,4y, S..a. S

(424

C,[Ay,. .. 2y .Ny/RDS,..S_, y. S..,.. S, ]x,/ Q]
P'lx,/ Q,]. O

A
<l
=

Item (8)
Imediato pela defini¢do de P,.

Item (9)

Assumindo a convenc¢do de varidveis, esta prova também € imediata.

Em P Z» PY™ e P, %» P! nenhuma varidvel livre de P (P,) foi eliminada ou
tornou-se ligada. Como a tnica diferenca entre P e P, sdo nomes de varidveis livres, entdo a
unica diferenca entre P™ ¢ P! sdo os nomes dos residuos destas mesmas varidveis, que
continuam sendo varidveis livres. Substituindo todas elas pelos mesmos termos obtemos

termos idénticos. [

Item (10)
Considere R = P[x,/ Q,] = M, e seja R™ = R".
Provaremos o item por indugdo em j.

BASE: j=0
Neste caso, pela Definicao 6.3.6 temos:

(@) Plx/ Q,)™ = (P[x,/ QD)™ =Px,/Q,] e
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(@) gPlx,/ Q)< k.
Como Q, é subtermo de P[x,/Q,], por (i) gQ, < gPlx,/Q,D< k. Logo, pela
Defini¢do 6.3.6 também temos:
(i) QM =Q° = Q,.
Mas por (i) e pelo Item (5) temos g(P) < g(P[x,/ Q,])< k. Logo:
(iv) P™ =P* =P,
Assim, por (i), (iii) e (iv) temos:
(Plx,/ Q)™ = P[x,/ Q,]1 = P™[x,/ Q"]
PASSO: > 0
HI: Se S tem a forma: S = N[y/ B] tal que S™ = S* e g< j, entdo vale o Item (10) para S.

Como j> 0, pela Definicdo 6.3.6 temos que:
) gR)= gPlx,/ Q) > k.

Logo, por (v) e pela Observacao 6.3.6.1-(c) temos:
wi) (Plx/ QD™ = (Plx/ Q,DM)™.

Dessa forma temos:

vid) (Ple/ QY™ = Ple/ QD™ = Ple/ QD™ | = (Ple/ QY™

ip 6.2.11.1(e

0

Por (v) e pelo Item (4) deste teorema, T'(P[x,/ Q,]) é SPL em P|x,/ Q,] ou estd contido
em alguma ocorréncia de Q,. Analisemos cada um destes casos.
CASO 1: T(Plx,/ Q,]) é SPL em P[x,/ Q]
Neste caso, pelo Item (7) temos:
iii) R® = (Plx,/ QD" = P*[x,/ Q1.
Por (vii) e (viii) vale HI em R®. Portanto:
) (Phy/ QYN = (Ple/ QD™ = (P)*/ Q.
Pela hipétese do caso, pelo Item (6) e por (v) temos g(P)= g(P[x,/ Q,]) > k.
Logo, pela Defini¢cdo 6.3.6 e Observacdo 6.3.6.1-(c):
@) (P =P,
Portanto, por (vi), (ix) e (x), temos:
(Ple/ QD™ = (Ple/ QY™ = (PH™[/ Q] = PX[/ Q.
CASO 2: T(P[x,/Q,) = Q,
Pelo Item (8):
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(1) Plx,/ Q1= Puly,/ Q,].. [y./ Q,].
(xii) E claro, pela hipétese do caso e pela Definicio 6.2.9 de subtermo estrela, que
T(P[x,/ Q,]) estd na ocorréncia de Q, mais a direita em P[x,/ Q,].

Assim, por (xi) e (xii) temos:

iil) R" = (Plx,/ Q)" = P/ Q.1 [,/ Q. D/ Q3.
Por (vii) e (xiii) vale HI em R®. Portanto:
(i) (Ple/ QIN™ = (Puly/ Qul.- ! QDD QD™

& Palyy/ Qi yeo/ QD™ v/ QD™D

Como, por hipétese do caso, T(P[x,/ Q,]) = Q,, gQ,)= gPlx,/ Q,] (2 k e portanto,

v)
pela Observacdo 6.3.6.1-(3) temos:
() @)™ = Q.
Logo, por (vi), (xiv) e (xv) temos:
(i) (Pley/ QD™ = (Plx/ Q)™
=, P/ Qi Dy QD™ @)D
= P/ Qb QD™ Q7L

Assumindo  ((P[x,/ QD)™ = (P[x/ Q,])")™,

P/ Q.. [y./ QD™ = Ply,/ Q.].. [y.../ QD™ e
Q)™ = (Q3)™, entdo por (xvi) temos que:

(wii) P/ QD™ = Py Q,1.. [y QD™ = Puly/ Q,1.. oo/ QD™ Q7.

Por (xvii) é claro que g< p+ 1, pois o que (xvii) diz é que para efetuar todos os p+ 1
passos da seqiiéncia estrela limite aplicada a P[x,/Q,] é necessdrio efetuar g passos da
seqiiéncia para (P [y,/ Q,]..[y.../ Q,]) além dos r+ 1 passos da seqiiéncia de Q,. Como
r+ 1> 1, é claro que p+ 1> ¢, e portanto vale HI para (P,[y,/ Q,].. [y..,/ Q,]) e temos:

(Palya/ Q1. [yeea/ QD™ = Palyn/ Q1. [yao! QuD™ e/ Q1L

Assim, através de s-1 aplicacoes de HI temos:

(wviii) (Ple/ QD™ = (Pylyy/ Qul - [yees/ QD™ v/ Q77D
(Palyy/ Qi1 [ys-e/ QD™ e/ Q1 v/ Q¥ D)

= P¥y,/ QM. [y.../ QFly/ Q1.

Por outro lado, por (xi) e pelo Item (9) temos:

301



(xix) P [,/ Q) = P [yy/ Q.. Jy, ./ Q¥ [,/ QL9

Portanto, por (xviii) e (xix) temos: (P[x,/ QD™ = P™[x,/ Q™. 0

Item (11)
(i) Pelo Item (2) temos: M™ = C™[(hx,.. Ax,.P™ [x,/ QX )y, Q.. Q).
(ii) Pelo Item (3) temos: M*! = C™ [(hx,.. Ax,.(P[x,/ Q)™ )y, Q.. Q1.
(iii) Pelo Item (10) temos: P™ [x,/ Q™' = (P[x,/ Q,)™.
Logo, por (i), (ii) e (iii) temos: M™ = M, ]

Item (12)
Pelo Item (11) temos que M™ = M[*'. Logo, pela unicidade da seqiiéncia estrela:
@) My = (MM -
Mas, como M™ pertence a seqiiéncia estrela de M e M[* pertence a seqiiéncia

estrela de M,, entdo pela unicidade da seqiiéncia estrela temos:

i) M* =M™y e Mg = (M.

Portanto: M* = (M Uy = (ME*Tyx = M. o

No teorema seguinte provamos que existe uma seqiiéncia de redugdo especifica para

a qual o(M) diminui com as redugdes: a seqiiéncia obtida da estratégia perpétua. Obteremos

como coroldrio deste teorema que o(M)= Lg_(M).

6.3.9 TEOREMA:
M—> M° = oM)=0oM°)+ 1.
PROVA:
De acordo com a Observagdo 4.4.5.1, estamos considerando M°= F,_(M).
Provaremos por indug¢do em p(M*), onde M* € o tdltimo termo da seqiiéncia estrela
para M.
BASE: p(M*)=0
Neste caso M é normal, logo M° nao estd definido e portanto o resultado é valido

por vacuidade.
PASSO: p(M*)> 0
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H.L: p(N*)< p(M*) = o(N)= o(N°)+ 1.
(@) Seja M = C[(Ax,.. 2x,.P)Q,..Q,], onde:
(Ax,.. 2x,.P)Q,..Q, € o left-most segmento-a de M.
Temos dois casos possiveis conforme (Ax,..Ax,.P)Q, seja um K-redex ou um I-redex.
Analisemos cada um deles:
CASO 1I: (Ax,..Ax,.P)Q, é um K-redex
Neste caso, por (i) temos:
(@) M = C[(hx,.. Ax,.P)Q,.. Q..
Neste caso, pelo Teorema 6.3.5 temos:
@ity M* = C*[(\x,.. Ax,.R)QFS,.. S, ], onde
(Ax;.. Ax,.R)Q*S,.. S, é o left-most segmento-o. de M.
() M * =M* = C*[(Ax,.. Ax,.R)S,.. S_].
V) p(M*)= p(M )+ p(Q)+ 1.
Por (i) e pela Defini¢do de F, temos duas possibilidades possiveis para M°,
dependendo se Q, € ou ndo termo normal. Analisemos cada caso:
SubCaso 1.1: Q, é termo normal
Neste caso, por (i) e pela Definicdo 4.4.5 da estratégia perpétua, temos:
(i) M° = C[(Ax,.. 2x,.P)Q,.. Q,].
(vii) Note por (if) e (vi) que M° =M .
Além disso, como Q, é normal, p(Q,)=0 e Q, = Q. Logo:
viii) p(QF)= 0.
Portanto, por (v), (vii) e (viii) temos:
p(M*)= p(M>*1+ 1 20 o(M)= o(M°)+ 1.
SubCaso 1.2: Q, nédo é termo normal
Neste caso, por (i) e pela Defini¢do 4.4.5 da estratégia perpétua, temos:
(ix) M° = C[(\x,.. Ax,.P)QSQ,.. Q,], onde
Ax,.. Ax,.P)Q?Q,.. Q, é o left-most segmento-o. de M°.
(x) Por (ix) e pelo Lema 6.3.5-(c): p(M°*)= p(M° *}+ p(Q9*)+ 1.
Como (Ax,..2Ax,.P)Q, é K-redex, entdo (Ax,..Ax,.P)Q7 também o é. Logo, por (ix):
(xi) M°" = C[(Ax,.. Ax,.P)Q,.. Q,].
(xii) Note, por (ii) e (xi)y que M = M° .
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Por (v) temos que p(Q¥)< p(M*), portanto vale HI para Q,. Logo:

i) o Q)= o Q)+ 1 e p(QF)=pQy )+ 1.

(xiv) Por (x) e (xii): p(M°*)= p(M *}+ p(QS*)+ 1.

Logo, por (v), (xiii) e (xiv) temos:

p(M*)= p(M°*)+ 1 20 o(M)= o(M°)+ 1.

CASO 2: (Ax,..Ax,.P)Q, é um I-redex

Neste caso, por (i) e pela Defini¢do da estratégia perpétua, temos:

() M° = C[(\x,.. Ax,.Plx,/ Q,DQ,.. Q,].

Seja M, obtida de M pela multiplicacdo-* de Q,. Entao:

(i) M, = C[(\x,.. Ax,.Plx,/ Q,))y,Q,.. Q,], onde

(Ax;.. Ax,.Plx,/ Q,)y,Q,.. Q, € o left-most segmento-o. de M,

Por (i), (xvi) e pelo Teorema 6.3.8-(12) temos:

(wvii) M* = M.

Note, por (xvi), que como y, é varidvel nova, entdo (Ax,..Ax,.P[x,/ Q,])y, é K-redex.
Além disso, como y, é normal, entdo, M, satisfaz as condi¢des do Subcaso 1.1 acima.
Portanto temos:

(eviii) pM)= p(MR*)H+ 1.

Além disso, como (Ax,..Ax,.Plx,/ Q,])y, ¢ K-redex e y, € normal, pela Definicao 4.4.5

temos:
(xix) M¢ = C[(Ax,.. Ax,.Plx,/ Q,]Q,.. Q,] E) Me.

(xv

Assim, por (xvii), (xviii) e (xix) temos:
pM*)= p(M°*)+ 1 20 oM)=o(M°)+ 1. ¢

Finalmente obteremos agora a finitude da estratégia perpétua, igualando-a a o(M).

6.3.10 TEOREMA:

A pior estratégia de reducdo aplicada a um A -termo M gera uma seqiiéncia de
reducdo finita cujo comprimento € idéntico a oM) -Lg (M) = oM)< o.
PROVA:

Indugdo em o(M).
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BASE: oM)= 1
oM)=1 = p(M*)=0 = Ménormal = Ly (M)=1.
Portanto, oM)= Lg (M).

PASSO:

HI: oN)< oM) = o(N)= Lg (N).

Pelo Teorema 6.3.9 temos:

(@) oM)= o(M°)+ 1.

Por (i) vale HI em M°, e portanto:

@ii) (M°)= Lg,(M®).

Logo, como pelo Teorema 6.2.20 o(M°)< ®, temos, por (ii), que Lg (M°)< o e,
portanto, como definimos F,(M)= M°, € claro que:

(i) Ly (M)= Lg (M°)4+ 1.

(iv) Assim, por (i), (ii) e (iii) temos: Lg (M)= o(M) o S0 @ *

Como conseqiiéncia do resultado anterior e do Teorema 6.2.20, onde provamos que
oM< o para todo A>-termo M, obtemos o resultado abaixo, que estabelece que o(M) é

ordinal natural em A>.

6.3.11 TEOREMA: Ordinal N atural
Para todo A>-termo M temos:
(@ oM)< o;
®) M > M = oM)> oM.
PROVA:
(!) No Teorema 6.2.20 provamos que VM, o(M)< o.
(ii) No Teorema 6.3.10 acima provamos que o(M)= Lg_(M).
No Teorema 6.1.2 provamos que:
([ Le, M)< 0 > M > M = Ly (M)> Lg (M).
Logo, por (i), (it) e (iii) temos:
VM[oM)< ® ¢ (M > M = oM)> o(M))]. ¢
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Como conseqiiéncia direta do fato de A~ possuir um ordinal natural, obtemos de

maneira simples, no teorema abaixo, a normalizag¢do forte para A>.

6.3.12 TEOREMA: Normalizacao forte

Para todo A>-termo M temos: A/(M) < o(M)< o.
PROVA: Indugdo em o(M).
BASE: oM)= 1

oM=1 = p(M*)=0 = M énormal = h(M)= 1. Logo i(M) < o(M).
PASSO: oM)> 1
HI: o(N)< o(M) = h(N) < o(N).

(@) Sejap= M=M, > M,— M, —... a mais comprida seqiiéncia de reducao para M.

(ii) E claro que h(M)= I().

(iii)y Consideremos também p,= M,—> M, —... a seqiiéncia obtida de p
desconsiderando-se seu primeiro termo. E claro que p, é a mais comprida seqiiéncia de
redugdo para M, e:

hM)= ().

Mas pelo Teorema 6.3.11, como M — M, temos que:

v oM< o(M).

Logo, por (iii), vale Hl em M,, e portanto:

i) h(M,) < o(M,).

Assim, por (vi) e (iv) temos:

vii) l(u,) < oM,).

Como o(M,)< , por (iii) e (vii) é claro que (W< ® e portanto:

(viit) l(u)= i+ 1.

Portanto temos:

M) = 1) = k1 < oMt 1 < oMy 1= hM)< o) < . ¢

Como conseqiiéncia imediata dos Teoremas 6.3.10 e 6.3.12 provamos agora que o(M)

€ o menor ordinal natural para A>.
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6.3.13 TEOREMA: Menor Ordinal N atural

Para todo A>-termo M temos: o(M)= h(M).
PROVA:

Pelo Teorema 6.3.10 temos que o(M)= Lg_(M). Mas como Lg_(M) é o comprimento de
uma seqiiéncia de reducio especifica, entdo é claro que:

(@) o(M) < h(M).

Mas pelo Teorema 6.3.12 temos:

(i) oM) > h(M).

Logo, por (i) e (ii): oM)= h(M). ¢

Para terminar, apresentamos um resultado extra que obtemos como conseqiiéncia de
todo o desenvolvimento deste capitulo: o Teorema de Church-Rosser de unicidade da

forma normal.

6.3.14 TEOREMA: Church-Rosser - Unicidade da Forma N ormal
Todas as seqiiéncias de reducdo para cada A>-termo terminam no mesmo termo

normal.
PROVA:

Seja p= M =M,->M,—..>M_ uma seqiiéncia de reducio qualquer para M.

Pelo Teorema 6.3.12 temos que n< ® e M, é termo normal.

Para provar o teorema provaremos que M_ = M®, onde M” ¢, como definido em
4.4.5.1-(f), o tltimo termo da pior seqiiéncia de reducdo para M.

Provar que M_ = M” garante a unicidade da forma normal porque, uma vez que p é
uma seqiiéncia de reducio qualquer, provando que M_ = M" estamos provando que toda
seqiiéncia de reducdo para M termina no mesmo termo que a pior seqiiéncia de reducdo
para M termina. Logo, todas as seqiiéncias de redu¢do para M terminam no mesmo termo e,
portanto, a forma normal para M € tnica.

Provaremos que M_ = M por indugdo em ()= n.

BASE: [(u=n=1

Neste caso:

OM, =M, =M.
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Logo, M é normal e portanto:
i) M7 = M.
Assim, por (i) e (ii) temos: M_ = M".
PASSO: l(u)=n> 1
Considere M, de pep,=M, »> ..—> M_.
E claro que I(u,)< I(n) e portanto vale HI para M,. Entdo temos:
(i) M, = M},
Mas como M — M,, pelo Teorema 6.1.2-(2) temos que existem jk< o tais que:
(iv) Mg3 = M°-,
Por (iv) e pelas Observacoes 4.4.5.1-(g) e (h) temos, respectivamente:
M MP)=M; e (M =M";
W) M) = (M.
Portanto:

EMPE MOjPE MOkPEMP.O
il 2(v)( 2") (vi)( ) (v)

n

Com o teorema acima terminamos os nossos resultados para o sistema A>. Antes de
passarmos a se¢do seguinte apresentaremos dois resultados interessantes para o calculo
lambda livre de tipos, que também sdo conseqiiéncias do desenvolvimento que acabamos de

apresentar.

6.3.15 Dois Resultados sobre o Calculo Lambda Livre de Tipos

Se prestarmos aten¢@o na prova do Teorema 6.1.2, e na prova de todos os resultados
que ali utilizamos, veremos que em nenhum momento fazemos uso da nog¢do de tipos. Isto
significa que o Teorema 6.1.2 também € vélido para o cdlculo lambda livre de tipos. Como

conseqiiéncia deste fato conseguimos provas simples dos seguintes resultados:

6.3.15.1 TEOREMA: Church-Rosser para Calculo Lambda Livre de Tipos
Se M € um termo fortemente normalizivel do cdlculo lambda livre de tipos, entdo a
forma normal para M € unica.

PROVA: Basta observarmos que a prova do Teorema 6.3.14 independe dos tipos. ¢
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Barendregt provou que, para todo termo M que nédo é fortemente normalizavel em
calculo lambda livre de tipos, a seqiiéncia de reducdo obtida da estratégia perpétua nao é
finita. Ou seja, se ~(M) ndo ¢ finito, entdo Lg (M) também ndo é. No teorema seguinte
provaremos que se M ¢ fortemente normalizavel, o comprimento da seqiiéncia obtida da

estratégia perpétua € igual a altura da arvore de redugdo para M.

6.3.15.2 TEOREMA: Lg (M)= h(M)

hM)< ® = Lg (M)= h(M), para todo termo M do cilculo-A livre de tipos.
PROVA:

Inducdo em Lg (M).
BASE: L, M)=1

Lg M)=1 = Ménormal = AM)=1.
PASSO: Lg (M)> 1
HI: Se N é tal que Lg (N)< Lg_ (M), entdo A(N)= Lg_(N).

Como Lg (M) é o comprimento de uma seqiiéncia de redugdo especifica para M, é
claro que:

@) Lg, M) < h(M)< o.

Sejap= M=M, > M,—> M, —... uma seqiiéncia de redugdo para M tal que:

@) l(w)= hM)< .

Consideremos também p,= M,— M, —... a seqiiéncia obtida de pu desconsiderando-
se seu primeiro termo. E claro, por (i), que:

@iit) k(M= l(u,) e

() h(M)= h(M,)+ 1.

Mas como M — M., por (i) e pelo Teorema 6.1.2, que vimos que vale também para
calculo-A livre de tipos temos:

) Le,(M)> Le,(M,).

Logo, por (v), vale HI em M,, e portanto:

vi) h(M,)= L, (M,).

Por (iv), (v) e (vi) € claro que:

vii) Le, M) > Le, (M) = hM,) = Le M) > M)+ 1 = Le (M) hM).

Portanto, por (i) e (vii): L (M)= A(M). ¢
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E sabido que vale Church-Rosser para cilculo-A livre de tipos, no entanto, em
6.3.15.1 estamos apresentando uma nova demonstracio para este fato. Quanto ao Teorema
6.3.15.2, Barendregt provou que a sua estratégia perpétua sempre encontra seqiiéncias de
reducdo de comprimento infinito quando existe alguma. A este fato estamos acrescentando
que quando M € fortemente normalizavel, a seqiiéncia obtida da estratégia perpétua tem

comprimento maximo.

§4 Comparacao entre o N osso Método os Artigos do Capitulo V.

Vamos inicialmente resumir os resultados que neste capitulo obtivemos para o
sistema A> e, nos Capitulos II e III, obtivemos para o sistema de deducdo natural C’.
Apresentaremos o resumo dos resultados na notagcdo de A>. No entanto, os resultados para
C’ sao os mesmos, com a diferenca que, ao invés da estratégia perpétua de Barendregt,

utilizamos a pior seqiiéncia de reducdo de Massi.

6.4.1 Resumo dos N ossos Resultados

(1) Introduzimos o Ordinal Natural o(M) para os termos de A>. Ou seja, definimos a

atribuicdo numérica univoca o(M) e provamos que, para todo termo M:
+@ oM< w;
o) M —> N = oM)> oN).

(2) Provamos que, para todo termo M, o(M) coincide com o comprimento Lg (M) de
uma seqiiéncia de redug@o especifica para M (a seqiiéncia obtida através da estratégia
perpétua de Barendregt). Ou seja:

o o(M)= Lg_(M).

(3) Considerando que M°® representa o (n+ 1)-€simo termo da seqiiéncia obtida

através da estratégia F, aplicada a M, provamos que:
+eM->N = Fjk< o/ M =N°*
Como conseqiiéncia de (1), (2) e (3), considerando MeA> um termo qualquer,

obtivemos os seguintes resultados sobre o sistema A™:
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(4) Normalizacdo forte para A>:
¢« (MK o.
(5) o(M) é o menor ordinal natural para M e, portanto, representa exatamente a
altura da arvore de reducoes para M:
+ o(M)= h(M).
(6) F,, produz a mais longa seqiiéncia de redugdo para M:
o Lg (M)= h(M).
(7) Church-Rosser em A°:

+ A forma normal de cada termo de A> é Unica.

Podemos dizer que os Itens (1) a (3) acima representam resultados técnicos cujo
objetivo foi viabilizar a obtenc¢do de (4) a (7), que representam os resultados importantes que
obtivemos para o sistema A>. No entanto, o nosso grande esforco aqui foi a obtencdo dos
resultados (1) a (3). As provas de (4) a (7), como vimos, sdo triviais a partir dos Itens (1) a
3).

Vamos agora sintetizar o método que utilizamos para a obtencado de (1) a (3).

6.4.2 Resumo do Nosso Método Geral
Podemos separar trés passos fundamentais que utilizamos para a obtencdo dos

resultados (1) a (3) descritos acima.

(@) O primeiro passo foi definir uma estratégia de reducdo supostamente maximal,
que jamais efetuasse uma reducio capaz de eliminar a possibilidade do surgimento de novos
redex a partir dos ja existentes. Utilizamos para isto a estratégia F, definida em
Barendregt[1990].

(b) O segundo passo foi, assumindo que Lg (M)< ® para todo M, provar que:

eM>N = LMy L (N) e
¢eM—>N = Fjk< ®/ M°I=N%*  (vale o Item 6.4.1-3) acima).

(c) O terceiro passo foi provar a hipdtese assumida no passo anterior, ou seja, provar

que Lg (M)< o para todo termo M. Para isso definimos a atribui¢io numérica o(M) e

provamos que, para todo M:
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oM< © e oM)= Lg (M)

E claro que os passos (a), (b) e (c) implicam os Resultados 6.4.1-(1), (2) e (3).

Utilizando a estratégia F,, de Barendregt e alguns resultados conhecidos sobre A>,
que apresentamos no Capitulo IV, efetuamos os passos (a) e (b) sem muita dificuldade, no
Teorema 6.1.2. O passo (c), no entanto, exigiu a maior parte do trabalho aqui desenvolvido.
Podemos sintetizar o método que utilizamos para efetuar (¢) da seguinte forma: um
desenvolvimento sintdtico foi feito sobre A>, onde um novo tipo de redex, os subtermos
multiplicativos, e um tipo especial de redugdo para estes subtermos, a multiplicagao-*, foram
introduzidos. Através deste desenvolvimento provou-se que para todo termo M existe uma
seqiiéncia especifica destas multiplicagcoes-* que sempre termina, através de um nimero finito
de passos, em um termo chamado de termo estrela, que nao possui nenhum subtermo
multiplicativo. Esta prova foi obtida sintaticamente, utilizando o método de Turing para
obtencdo de normalizacdo fraca para 7&57 Dessa forma relacionou-se cada termo M com um
termo estrela M*, que como foi obtido finitamente, tem comprimento finito € um nimero
finito de subtermos. O ndmero o(M) associado a M foi definido como o numero de
elementos de um subconjunto especial de subtermos de M* (os subtermos pesados de M*).
Dessa forma temos que o(M) associa univocamente cada termo M a um ndmero natural
(finito) o(M). Feito isso, provou-se, sintaticamente, através das propriedades da definicdo de
o(M) que, para todo termo M, o(M)= Lg (M), e portanto, que Lg (M)< ® para todo M.

6.4.3 Comentarios sobre os resultados para o sistema C’

Com relacdo aos resultados obtidos nos Capitulos II e III para o sistema de dedugao
natural C’, cabe ainda ressaltar que Massi[1990] efetuou os passos 6.4.2-(a) e (b) descritos
anteriormente. Ele definiu uma seqiiéncia de reducdo “ndo economica”, a pior seqiiéncia de
reducdo, e provou, assumindo que seu comprimento Ip(n) € finito para toda derivagdo © de
C’, os Teoremas de Normalizacdo Forte e Church-Rosser. Massi, no entanto, nao realizou o
passo (¢), e seus resultados ficaram condicionados a hipétese ndo provada de que Ip(n)< ®
para toda derivacdo m. N6s realizamos o passo (¢) provando que Ip(n)= o(m)< ®, e retiramos

assim a hipotese condicional dos resultados de Massi. Mas fizemos mais que isso. Para

57
Este método foi descrito em Gandy[1980a].
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aumentar a independéncia dos nossos resultados com relacdo aos de Massi, provamos,
independentemente de Ip(n), que 1 > ©° = o(n)> o(n’). Com este resultado obtivemos,
independentemente, que o(m) € ordinal natural para derivacdes em C’ e que portanto vale
normalizacio forte para C’. Além disso, como provamos que /p(n)= o(n)< ®, entdo o(n) € o

menor ordinal natural para as derivacdes de C’.

6.4.4 Comparacao entre os N ossos Resultados e os Pesquisados na Literatura

Nos 5 artigos aos quais nos referidos no Capitulo V, os trés analisados
(Howard[1968], Vrijer[1987] ¢ Beckmann[1998]) e os dois citados (Gandy[1980] e
Schwichtenberg[1991]), o resultado 6.4.1(1) e, conseqiientemente, o resultado 6.4.1-(4)
foram obtidos. Ou seja, em todos eles encontramos um ordinal natural para os termos de A>
e, como conseqiiéncia direta deste ordinal, uma prova do Teorema de Normalizacdo Forte
para A°>.

Com excecdo de Howard[1968], todos os demais artigos apresentam explicitamente
estes resultados. Howard ndo os apresenta, mas, na analise que fizemos daquele artigo em
5.1, verificamos que tais resultados sdao conseqiiéncia direta dos resultados obtidos por
Howard.

Com excecao de Vrijer[1987], no que se refere aos resultados listados em 6.4.1,
todos os demais artigos obtém apenas os Itens (1) e (4), ou seja, ordinal natural e
normalizacdo forte para A>. Vrijer, no entanto, obteve, além destes dois resultados, o
resultado 6.4.1-(2) e, como conseqiiéncia disso, obteve também 6.4.1-5) e (6). Ou seja,
Vrijer provou que seu ordinal natural corresponde exatamente ao comprimento da
seqiiéncia de reducdo obtida da estratégia perpétua de Barendregt (6.4.1-(2)). Com isso
provou que seu ordinal natural € o menor de todos (6.4.1-(5)), € que a estratégia perpétua de
Barendregt produz a mais longa seqiiéncia de reducdo em A> (6.4.1-(6)).

Os resultados listados em 6.4.1-(3) e (7), que representam uma prova do Teorema de
Church-Rosser, sobre a unicidade da forma normal, ndo foram encontrados em nenhum
dos artigos vistos. Tal fato consiste, portanto, em um passo a mais do nosso trabalho com
relacdo a todos os artigos vistos.

Cabe ressaltar também que, em termos de resultados sobre ordinal natural, os

artigos de Beckmann e Schwichtenberg trazem um resultado ndo presente nem em nosso
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trabalho nem em nenhum dos outros artigos, que consideramos bastante relevante. Estes
artigos apresentam uma estimativa finita, em termos de propriedades simples do termo M,
para a complexidade do ordinal natural que eles definem. Schwichtenberg apresentou uma
primeira estimativa que foi posteriormente aprimorada por Beckmann.

A seguinte tabela mostra comparativamente os resultados importantes que

obtivemos para o sistema A>, juntamente com os de cada um dos artigos citados:

Howard |Beckmann |Schwichtenberg |Gandy
6.4.1-(4) ° ° ° ° ° °
6.4.1-(5) o o
6.4.1-(6) o o
6.4.1<(7) o
Estimativa o hd

6.4.5 Comentarios sobre a extensiao dos nossos resultados

Segundo o comentario 4.5.9 a respeito da transferéncia de provas de normalizagio
forte, podemos transformar, de modo relativamente simples, provas de normalizag¢do forte
para o sistema de cdlculo lambda tipificado A~ em provas de normalizacdo forte para o
sistema de deducdo natural C’. No entanto, vimos também que esta transferéncia nao pode
ser feita de maneira trivial do sistema A> para os sistemas de deducdo natural M, I e C,
respectivamente de logica intuicionista minimal, intuicionista de Heyting e logica cldssica
definida em todos os conectivos cldssicos. Como apresentaremos no Capitulo VII o esboco
de uma extensdo dos nossos resultados de C’ para os sistemas M e I, podemos dizer que esta
extensio representa outro avanco dos nossos resultados com relagao aos resultados de todos

os artigos citados, que se limitam ao sistema A>.

6.4.6 Comparacao entre o nosso método e o método dos artigos pesquisados
Além destas diferencas que acabamos de apontar entre o nosso trabalho e os artigos
pesquisados, relativas ao alcance dos resultados, vamos agora apontar mais algumas

diferencas nos métodos de obtencdo destes resultados. Foi com o objetivo de mostrar
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claramente que o nosso método de prova € distinto dos métodos utilizados pelos artigos
vistos, que desenvolvemos nossos resultados também para o sistema A>.

Um primeiro ponto que fica claro, analisando os estudos dos artigos no capitulo
anterior e o desenvolvimento do nosso método nas trés primeiras secdes deste capitulo, é
que, mesmo para o resultado de normalizag¢do forte para A> via ordinal natural, presente em
todos os artigos, o nosso método € distinto do método dos artigos analisados. Em outras
palavras, tratam-se de provas distintas para o mesmo resultado.

Com excecao do artigo de Vrijer, o nosso ordinal natural € menor que o ordinal de
todos os demais artigos referidos. Mesmo sendo igual ao ordinal de Vrijer, foi obtido de
uma maneira completamente diferente. Como descrevemos em 6.4.2, apesar de coincidir
com o comprimento da pior seqiiéncia de reducio, o nosso ordinal o(M) € obtido através de
uma manipulagio sintdtica finita no termo M que o transforma em M*, um termo no qual
podemos contar o nimero de todos os possiveis redex de M. Esse método para a defini¢ao
de o(M) teve por objetivo a obtencdo da prova de finitude de o(M) para todo termo M.

A prova de finitude da atribuicdo de Vrijer foi obtida de maneira completamente
diferente. Vrijer definiu seu ordinal natural como um funcional pertencente a uma certa
hierarquia. Desenvolveu a teoria desta hierarquia e provou que os funcionais desta
hierarquia que representam os ordinais naturais para termos de A> tém imagem em o, e
portanto sdo finitos. A maneira como Howard e Gandy obtiveram as provas de que suas
atribuicdoes numéricas a termos eram finitas segue uma linha de argumentagdo semelhante a
esta.58 Eles, cada um a seu modo, desenvolvem uma teoria formal distinta de A>, e definem
uma correspondéncia entre A>-termos e termos destas teorias. Em seguida apresentam
modelos para estas teorias que relacionam termos com numeros naturais. Assim,
indiretamente, através destas teorias formais relaciona-se A>-termos com nimeros naturais.

Ja os artigos de Beckmann e Schwichtenberg utilizam, para provar a finitude de suas
atribuicoes numéricas, uma técnica desenvolvida por Howard[1980a], que foi baseada nos
trabalhos de Sanchis[1967] e Diller[1968]. Este método, bastante engenhoso, é mais
proximo ao nosso método que o dos outros artigos, pois também consiste em um certo

desenvolvimento sintdtico que associa uma arvore, a “head reduction tree”, a cada A>-termo

58
Lembrando que Howard operou dessa forma para ordinais menores que €, e termos de 7. Nossa andlise do

artigo de Howard moveu este universo para numeros naturais e A=-termos.
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M. Através de manipulagdes sintdticas nesta arvore prova-se ndo apenas que a atribuicio
numérica #M ¢é finita, como também exibe-se uma estimativa para seu valor em termos de
propriedades simples de M. Apesar de mais proximo do nosso método que os demais, a
andlise do artigo de Beckmann, apresentada aqui em 5.3, e a prova da finitude de o(M),
apresentada em 6.2, mostram claramente a diferenca entre estes métodos.

Para o caso das provas de que as atribui¢des numéricas definidas para os termos de
A> diminuem com as redugdes (M — N = n(M)> n(N)), os resultados de todos os artigos e
0 nosso préprio estio mais préximos entre si. E claro que todos eles diferem, na medida em
que mesmo que algumas destas atribui¢des numeéricas sejam coincidentes,59 todas elas foram
definidas de maneiras distintas. Esta maior proximidade entre as provas para esta parte do
resultado se deve ao fato de que todas elas, inclusive a nossa, foram obtidas de maneira
sintdtica, por inducdo na complexidade do termo M, analisando todas as formas possiveis de
M e as posicdes possiveis para o redex reduzido em M — N.

No caso especifico do nosso desenvolvimento, baseado no Teorema 1.5.4
demonstrado por Massi, obtivemos, juntamente com a prova de que Lg_(M) diminui com as
reducdes, um resultado fundamental (6.4.1-(3)) para a demonstracdo do Teorema de

Church-Rosser, que nenhum dos artigos pesquisados apresentou.

6.4.7 Consideracoes Finais sobre Estas Comparacoes

Concluimos este capitulo dizendo que o motivo fundamental que nos levou a
desenvolver nossos resultados também em A> foi mostrar claramente que, apesar da
semelhanca nos resultados, o nosso método € distinto dos métodos dos artigos analisados e,
especificamente, € distinto do método desenvolvido por Vrijer, cujo ordinal € igual ao
nosso.

Contra o nosso método podemos apontar a seguinte “desvantagem’™ a extensao ou
nao economia. Necessitamos de mais lemas e teoremas para obtenc¢do dos nossos resultados
do que os artigos pesquisados. Acreditamos que esta desvantagem estd fortemente

relacionada com o fato de termos desenvolvido este método inicialmente para sistemas de

59
Como ¢ o caso da igualdade entre a estimativa foruxa {M}* de Vrijer e da atribui¢do #M de Beckmann, e

da igualdade entre o nosso o(M) com a estimativa exata [M]* também de Vrijer.
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deducdo natural, que sdo muito menos econdmicos que os sistemas de cdlculo lambda
tipificado.

Em favor do nosso método, porém, podemos resumir a argumentacdo desenvolvida
nesta se¢do nos seguintes pontos:

(I) A extensdo dos nossos resultados para os sistemas M e I, que proporemos no
capitulo seguinte, representa um avanco em relacdo a resultados de normalizacdo forte para
2>, conforme discutido em 4.5.9.

(2) O Teorema de Church-Rosser, um dos resultados que obtivemos, ndo ¢é
conseqiiéncia de nenhum dos artigos pesquisados.

(3) A nossa prova de que a estratégia perpétua de Barendregt, a mesma utilizada por
Vrijer, produz seqiiéncias de reducdo de comprimento méximo para termos fortemente
normalizdveis de A> foi produzida sem apelo ao uso de tipos, e portanto € védlida também em
calculo-A livre de tipos. Como conseqiiéncia disso obtivemos uma nova prova para o
Teorema de Church-Rosser para cédlculo lambda livre de tipos (6.3.15.1) e um resultado
novo sobre a estratégia perpétua de Barendregt que ele préprio ndo aponta: AMK< © =
Lg (M)= h(M) para todo termo M de célculo-A livre de tipos (6.3.15.2). Tal fato ndo ¢
conseqiiéncia dos trabalhos de Vrijer porque na sua prova de que a estratégia perpétua,
quando aplicada a termos de 1>, produz seqiiéncias de reducdo de comprimento maximo, a
nocao de tipos € utilizada.

Finalmente observamos que, apesar da desvantagem da extensdo do nosso
desenvolvimento, que apontamos acima, nosso método é matematicamente simples e
intuitivamente claro. A tUnica teoria matematica que utilizamos (de maneira informal) € a
aritmética, ¢ a ferramenta matemadtica mais sofisticada utilizada em nossas definicdes e
demonstragdes € a inducdo matemdtica finita. Nosso método produz provas essencialmente
combinatoérias, que lidam apenas com propriedades estruturais dos termos ou derivagdes das

teorias envolvidas.
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Capitulo VII

Estendendo os Resultados
para Outros Sistemas



Neste capitulo apresentaremos duas extensdes dos nossos resultados para outros
sistemas de deducdo natural. Na primeira secdo os estendemos para os sistemas M e I, de
logicas intuicionista minimal e intuicionista de Heyting, apresentados no Capitulo I. Na
segunda secdo apresentamos extensdes para sistemas de deducdo natural relativos as ldgicas

modais S, e S;.

§ 1 Normalizacao Forte para M e I via Ordinal N atural

Nesta secdo apresentaremos uma extensdo, para os sistemas M e I, dos resultados
que obtivemos nos Capitulos Il e III para o sistema C’. Como o sistema M de ldgica
intuicionista minimal, apresentado em 1.2.8, € um subsistema do sistema I de logica
intuicionista de Heyting, apresentado em 1.2.9, ao estendermos nossos resultados para I
estamos automaticamente estendendo para M. Assim, de agora para frente nesta secdo, nos
referiremos apenas ao sistema I.

Nao faremos aqui todo o desenvolvimento formal que fizemos detalhadamente nos
Capitulos II e III. Muitas demonstragdes serdo apenas esbocadas, sendo que algumas, no
entanto, faremos com mais rigor. Maior prioridade sera dada as extensoes da pior seqiiéncia
de reducdo e a compreensio intuitiva da nova definicdo de o(mw). Quanto a prova de que
o(m)= Ip(m), por ser ela mais longa e com mais detalhes técnicos, apresentaremos um esboco
menos detalhado. Apesar disso, em virtude do que ja vimos nos Capitulos II e IIl para o
sistema C’, acreditamos que o nivel de detalhes que apresentaremos € suficiente para a
compreensao desta extensao.

Vamos inicialmente apresentar a no¢do de elemento, que trata de maneira unificada
seqiiéncias de formulas consecutivas em um ramo e que sdo premissas menores de regras
(FE) e (vE). Tal nocdo foi baseada na definicio de segmento mdximo, apresentada pela

primeira vez em Prawitz[1965] na prova de normalizacdo fraca para I.

7.1.1 DEFINICAO: Seqiiéncia Idéntica
Uma seqiiéncia idéntica em uma derivacdo m € uma seqiiéncia A,, ..., A, de

ocorréncias consecutivas de formulas em um ramo de =« tal que:

321



(1) A, ndo é conseqiiéncia de aplicagido de (VE) ou (IE);
(2) A, (1 £i< n)é premissa menor de uma aplicacido de (VE) ou (3E);

(3) A, ndo é premissa menor de uma aplicagdo de (VE) ou (FE).

7.1.1.1 OBSERVACOES:

(@) E claro, pelas regras (VE) e (AE) (Definicdo 1.2.2), que todas as ocorréncias de
férmula em uma seqii€ncia idéntica sdo ocorréncias da mesma férmula.

(b) Seja S uma seqiiéncia idéntica. Quando nos referirmos as premissas e conclusoes
de S estaremos nos referindo, por abuso de linguagem, respectivamente, as premissas da
primeira ocorréncia de S e as conclusoes da tdltima ocorréncia de S. Analogamente, quando
dissermos que S é premissa ou conseqiiéncia de ¢, estaremos dizendo que a ultima

ocorréncia de S € premissa de @, ou que a primeira ocorréncia de S é conseqiiéncia de .

7.1.2 DEFINICAO: Elemento
Um elemento em uma derivagdo m corresponde ou a uma seqiiéncia idéntica em m ou

a uma ocorréncia de formula que ndo pertenca a nenhuma seqiiéncia idéntica em 7.

7.1.2.1 OBSERVACOES:

(@) Diremos que os elementos que sdo ocorréncias de féormula fora das seqiiéncias
idénticas de m sdo elementos unitdrios.

(b) Por abuso de linguagem denotaremos elementos como temos denotado
ocorréncias de férmula, ou seja, pelas letras gregas minusculas (¢, v, ...) ou pelas letras
latinas maidsculas (A, B, ...) com ou sem indices numéricos.

(c) Denotaremos o numero de ocorréncias de um elemento ¢ por /(o)

(d) Denotaremos a n-€sima ocorréncia de férmula no elemento ¢ por (¢)*. Note que
se @ € elemento unitério, entdo @= (¢)'.

(e) Utilizaremos a no¢do de elemento para tratar as seqliéncias idénticas como
objetos individuais da mesma categoria que as ocorréncias de formula que ndo pertencem a
seqiiéncias idénticas. Fazendo isso conseguiremos estender para derivagdes em I a maioria
das defini¢oes apresentadas nos Capitulos II e III, apenas substituindo as referéncias a

ocorréncias de férmula por referéncias a elementos.
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Um primeiro conceito que podemos estender utilizando a nocdo de elemento € o
conceito de formula maxima. Em I as formulas maximas serdo substituidas por elementos

maximos.

7.1.3 DEFINICAO: Elemento Maximo
Um elemento ¢ em uma derivacdo m € um elemento mdximo quando ¢ for
conseqiiéncia de regra de introdu¢do ou do absurdo intuicionista (L;) e premissa maior de

regra de eliminagao.

De posse destas ferramentas, vamos estender o conceito de pior seqiiéncia de
reducdo apresentado em 1.5.3. Para isso vamos redefinir, para deriva¢ées em I, os conceitos

de F(r) e FP(n) introduzidos por Massi € que apresentamos aquiem 1.5.1 e 1.5.2.

7.1.4 DEFINICAO: F(m)
Seja m uma derivagdo ndo normal em I, e R a primeira regra de eliminacdo de baixo
para cima e mais a direita, tal que sua premissa maior é elemento méaximo. Definimos F(r)

como sendo a ultima ocorréncia do elemento que é premissa maior de R.

7.1.4.1 OBSERVACAO:

Note que esta definicdo ¢ diferente da apresentada em 1.5.1. Nao mais tomamos a
ocorréncia de FM mais a direita de baixo para cima, mas a FM que estd na “regra” mais a
direita de baixo para cima. Isto € necessario porque nas regra (E) e (VE) a premissa maior

ocorre a esquerda das premissas menores, ao contrario do que ocorre na regra de (oE).

7.1.5 DEFINICAO: Férmula Principal - FP(n)
A formula principal de wt, representada por FP(r), € definida por indu¢do no ntimero
de elementos maximos em 7, da seguinte maneira:

(1) BASE: a ultima ocorréncia do dnico elemento maximo de 1t é FP(m),
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T, L T B
2)Sew= ASB ou nEA ADB,talque:
B B
Ty ,

+ ADB é F(n) e

+ A regra (ol) mostrada nio corta top-formula de T,

entao:
FP(n)= {ADB , se 7, for normal;
FP(m,) , se m, ndo for normal.
[A]"
Ty
T, B
B3)Sern= ASB , onde:
B
T3
+ ADBEé F(nt) e
+ A é cortada pela regra (ol) mostrada,
entao:
FP(r)= AoB.
T T
A, A,
@sen= 102 (| <ico) onde AnA, é R,

I
U

entdo, para (1 <j<2 e j#1i)temos que:
FP(r)= T:Al/\A2 , se m; for normal;

FP(rt;) , se m; ndo for normal.
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U

1
A, AA, . ( <
b)Sen= A (1 <i<2),onde A\AA, é F(t), entdo FP(m)= AAA,.
T3
T, Ty
1 A
6 Se n= LA o no VAW 0 de viAw & Fim), entiio FPm= VA,
Ay A
T, T,
T T
A; [AJ [AT ! [AJ [AF
A VA, U T3 A VA, T, Ty
M Ser = 2 Y7 B B Kk ou T= 2 Y7 B k, onde:
B B B B ’ '
Ty Ty

« AVA, € F(m) e

+ A, é cortada pela regra (VE) mostrada,

entdo:
FP(m)= < FP(mt;), se m, nao for normal,
A,VA; , se m, for normal.
T
A AL AL
N A T T3
A2 \Y A3 B B
®) Se = k,onde
B
Ty
. AZVA3 é F(ﬂ) €
+ A, é cortada pela regra (VE) mostrada,
entdo:

FP(r) = %{FP(nz) , se m, nao for normal,

A,VA, , se m, for normal.
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(9) Se © € de uma das formas abaixo:

T T
N (A} v (A}
TU TC [ [V TC
A,vA, B & A,vA, B &
(@ m= B k ou (b)ym= B k , onde:
T, T,

. AZVA3 é F(ﬂ) (&

+ A, ndo € cortada pela regra (VE) mostrada,

entdo:
FP(r;) , se m; nao for normal;
FP(n)= < FP(r,) , se m, for normal e ©, ndo o for;
A,VA, , se m, e, forem ambas normais.
T
A A
A U 8
A2 \Y A3 B B
(10)Se = B k , onde:
Ty
« A,VA, € F(n) e
+ A, nao € cortada pela regra (VE) mostrada,
entao:
FP(m,) , se m, ndo for normal;
FP(m) = <FP(m,) , se m, for normal e mt, ndo for;
A, VA, , sem, e m, forem ambas normais.
i s
" AK N IAK
— T p— 2
IxA B IxA
(11)Se n = Tk ou T{= Tk onde:
Ty Ty

« XA é F(n) e
+ A regra (3E) mostrada elimina hipotese de m,
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entao:

FP(rt) = 3xA.
n
7, " (Al
L o A Ty
(12)Se nt = % ou m= TB, onde:
T3 T3

+ IxXAEé F(n)e

+ A regra (3E) mostrada ndo elimina hipdtese de m,

entdo:
FP(m) =€£FP(TE1) , se 1, nao for normal;
IxA , sem, for normal.
T, T, T,
AvB C C
(13) Se n= ¢ D 4, onde a ocorréncia de C que é conseqiiéncia de
s

(VE) é F(n) e € a dltima ocorréncia de um elemento maximo, entdao: FP(n)= C.

IxA C
C Z, N c A (
(14) Se n = — Db onde a ocorréncia de C que é conseqiiéncia de (IE) é
Ts

F(rt) e é a tltima ocorréncia de um elemento maximo, entao: FP(n)= C.

7.1.5.1 OBSERVACOES:

(@) Todos os casos para todas as reducdes possiveis aplicdveis a F(n) foram analisados.
Portanto, € ficil notar pela definicdo acima que, para cada derivagdo ndo normal T, existe
uma e apenas uma ocorréncia de formula ¢ tal que o= FP(m). Ou seja, FP(r) existe e € unica
para toda derivacdo ndo normal 7.

(b) Tendo por base esta nova definicio de FP(m), a pior seqiiéncia de reducido para

derivagdes em I € entdo definida exatamente da mesma forma que para derivacoes de C’.
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Ou seja, consideraremos validas, para qualquer m em I, a Definicdo 1.5.3 e as Observacdes
1.5.3.1.

Antes de apresentarmos a demonstracdo do Teorema 1.5.4 relativo a derivacdes em

I, vamos apresentar um lema auxiliar que serd bastante ttil na demonstracao deste teorema.

7.1.6 LEMA:
Seja w € uma deriva¢do nao normal em I e w; € uma subdrvore de & tal que:
(a) n(m,) é alguma premissa da regra R cuja premissa maior é F(r);
(b) m, é eliminada na reducao de FP(r).
Entao: Ip(w,)< Ip(m).
PROVA:

Nao ¢ dificil ver, pelas Defini¢oes 7.1.5 e 1.5.3, respectivamente de FP(m) e pior
seqiiéncia de reducdo, que em todos os casos que 7, satisfizer as condicdes do teorema, a
pior seqiiéncia para m, representa um segmento inicial da pior seqiiéncia para m. Portanto
Ip(r,) < Ip(m). Mas como F(n) ndo ocorre em 7,, entdo a pior seqiiéncia para 7w ndo se

restringe as reducdes em m,. Portanto, Ip(m,)< Ip(m). ¢

Vamos agora provar que o resultado de Massi de que Ip(r), se finito, diminui com as
reducgdes, também vale para derivagdes em I, considerando esta extensdo da defini¢do de

pior seqiiéncia que apresentamos.

7.1.7 TEOREMA:

Admita que Ip(t)< o para toda derivacdo m em I. Se © se reduz imediatamente a 7’
(t — 1), entdo Ip(n)> Ip(n’) e existe uma derivacio m* tal que © B>, ¥ e ©° Dyt
PROVA:

Inducdo em Ip(n).

Para realizarmos esta prova, basta que completemos a prova de Massi[1990] feita

para derivagdes de C’. Os casos para © tal que F(r) tem como conectivo principal o, V e A

sdo idénticos aos de Massi. Vamos nos concentrar aqui nos conectivos Vv, 3 e nas redugdes
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permutativas, uma vez que todas as reducdes do absurdo intuicionista sdo casos particulares
das redugdes dos conectivos.

A prova que apresentaremos ndo contém nenhum fato novo em relacio a prova de
Massi. Todas as situacdes novas dos conectivos introduzidos tém algum correspondente nos
casos tratados por Massi. Nosso unico trabalho foi o de organizar e verificar todos os casos

possiveis, de acordo com a nova defini¢cdo de FP(t) que apresentamos.

BASE: Ip(n)=1 = ménormal = resultado vdlido por vacuidade.
PASSO: Ip(n)> 1
Como Ip(m)< o por hipétese, € claro que:
@) Ip(m)= Ip(n°)+ 1.
(*) PROPOSICAO: Se n°—»m,, entdo Ip(m,)< Ip(n°) e existe ! / n°. mt e m, B mh.
PROVA de (*): Inducdo no comprimento da seqiiéncia t° —» m,.
BASE: n° — m,.

Como, por (i) Ip(n°)< Ip(n), o resultado é imediato pela hipdtese indutiva do
teorema.

PASSO: n° —» n, > 7,.

Por hipétese indutiva da Proposi¢ao (*), existe nt# tal que:

(@) n° Dop nt, m, Dop it e Ip(n,)< Ip(nP).

Logo, por (i), podemos aplicar a hipdtese indutiva do teorema a 7,, € portanto existe
nt tal que:

(i), Dp i, w, Dop ke Ip(n,)< Ip(m,).

(iv) Assim, por (i), (i) e (iii), Ip(n,)< Ip(n°)< Ip(m).

Note, por (ii) e (iii) que n, D>, ©t e m, D>, nt. Assim, pela unicidade da pior
seqiiéncia temos trés casos possiveis que relacionam wf e nf: n¥ = nt, ou nt B nf, ou
nt B nt. Analisemos cada um deles.

CASO (1*): nt =nt

Neste caso:

) por (ii): m Bn° By nt=nte
(vi) por (iii): T, 2»q wk.

Assim, por (iv), (v) e (vi) provamos a Proposi¢do (*) para este caso.
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CASO (2%): ! By nt
Neste caso:
i) por (ii): © B n° By nte
(viii) por (iii): T, B ¢ B k.,
Assim, por (iv), (vi) e (viii) provamos a Proposi¢cdo (*) para este caso.
CASO (3%): ! By nt
Neste caso:
(ix) por (ii): m D n° Byt By nt e
(x) por (iii): T, B> k.

Assim, por (iv), (ix) e (x) provamos a Proposi¢cdo (*) para este caso. [

Voltemos ao teorema.
Consideremos dois casos: m’=n° e " # 7°.
Se m’ = n°, o resultado € imediato, pois, por (i), [p(n°)< Ip(n). Temos que analisar,

portanto, todos os casos em que 7’ # t°. Temos varias possibilidades, de acordo com ().

Uy
i,
T[:1 J_ TC1 B
CASO 1: nzw ou m= u, tal que
—_— B B

s ADBEF(n) e
+ A regra (ol) mostrada ndo corta top-formula de .

Ver Massi[1990], pp. 92 - 95.

[A]¢
T,
T, B
CASO 2:n= A QDB _onde
Ty

+ADBéF(n) e
+ A é cortada pela regra (ol) mostrada,
Ver Massi[1990], pp. 96 — 100.
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Uy Uy

T
A A, L
CASO 3: = % (1<i<?2), ou m= %, onde AAA, é FT)
T, T3
Ver Massi[1990], pp. 101-103.
T, T
L Aa)
CASO 4: = Vo) ,0u = RATaE0) ,onde VxA@x) é F(n)
—_— A A
T, T,
Ver Massi[1990], pp. 104-105.
CASO 5: m tem uma das seguintes formas:
T T
N (A} i A}
_ 2 U Ty - - T, T,
A2 \Y A3 C C A2 \Y A3 C C q
@mn= c k ou m= c k , onde:
Ty

e AVA,éF(m) e
e A, ndo é cortada pela regra (VE) mostrada.

Como as duas formas de © se comportam de maneira idéntica com relacdo a reducio
da pior seqiiéncia (Definicdo 7.1.5-(9)), vamos tratd-las de maneira unificada. Utilizaremos

T, T, T,
. ~ . A,vA, C C
para estes dois casos de  a notagdo conveniente T = c :

Ty

Temos aqui tantos subcasos quantas sao as possibilidades para v’

)
T T, T,

A, VA
SubCaso 5.1: n’= 2 Y 3C c ¢ ,onde m, —> m;

Ty

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para °.
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SubCaso 5.1.1: m, ndo € normal

Neste caso, pela Definicao 7.1.5-(9) temos que FP(n)= FP(n,)= FP(n’). Portanto:

(xi) Note que, apenas efetuando a reduciao n, = m; em n°, temos que n° — T°.
Portanto, usando a Proposicdo (*) existe um =* tal que:
i) m° By, wt, nC Beont e Ip(n°)< Ip(n°).
Logo, por (xi) e (xii):
iyt B e Byt e D Byt
Note, por (i) que vale HI para n°. Logo, por (xi):
(xiv) Ip(n™°)< Ip(n°).
Como Ip(n’)= Ip(n°}+ 1, por (xiv) temos que:

(v) Ip(n’) < Ip(°) S Ip(r).

Portanto, por (xiii) e (xv) resolvemos o Caso 5.1.1.

SubCaso 5.1.2: m; é normal
Pelo Teorema 7.1.6 Ip(n,)< Ip(m), logo vale HI em &,, portanto:

(xvi) Existe nf tal que: 7, 2ot m Bt e Ip(n)< Ip(n)).

nf T, T3
A,vA, C C
c .

Ty

(xvii) Considere n* a seguinte derivagdo: m# =

Como m, € normal, pela Definicdo 7.1.5-(9) € facil ver que a normalizag¢do de m, via
pior seqiiéncia é segmento inicial da pior seqiiéncia de . Analogamente, a normalizagdo de
7, via pior seqiiéncia € segmento inicial da pior seqiiéncia de ©’. Dessa forma, por (xvi), (xvii)
e 7.1.5<9) é claro que:

i) T Dy mt, Dot e

como, por (xvi), [p(n))< Ip(m,), também € claro que:

(xix) [p(m)< Ip(m).

Portanto, por (xviii) e (xix) resolvemos o Caso 5.1.2.
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Uz T, Ty
A,vA, C C
C

Ty

SubCaso 5.2: n’é da forma =’ = ,onde m, > 7,

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para m°.
SubCaso 5.2.1: m, ndo € normal

Neste caso, pela Definicdo 7.1.5-(9) temos que FP(n)= FP(n,)= FP(n’). Portanto:

Note que, apenas efetuando a reducdo n, = m; em n°, temos que n° — w°.

A solucdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 5.2.2: m, é normal mas m, ndo
Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(9) temos que FP(n)= FP(r,)= FP(n’). Portanto:
my Ty T3 Ty Ty Ty
A, VA, c ¢ R A, VA, c C
C C '

Ty Ty

o

I

Note que, apenas efetuando a reducio m, — m,em n°, temos que n° — ©”°.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 5.2.3: m, e m, sdo ambos normais

Neste caso, pela Definicdo 7.1.5-(9) temos que FP(n)= A,vA,= FP(t’). Portanto:

T, Ut
n°=C e n°=C.
Ty Ty

Note que, apenas efetuando a reducdo m, = m; em n°, temos que n° — w°.

A solucdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

T, T, T
A,vA, C C
C

Ty

SubCaso 5.3: n’é da forma =’ = ,onde 1, — 7;

Pelo Teorema 7.1.6 Ip(n,)< Ip(m), logo vale HI em m,, portanto:
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(xx) Existe !t tal que: m, P»pnt, mwPpnt e Ip(n)< Ip(m,).

T4 Ty 752
A,vA, C C
c .

Ty

(xxi) Seja m* a seguinte derivacdo: 7t =

Pela Definicao 7.1.5-(9) é ficil ver que a normalizacdo de m, via pior seqiiéncia é
segmento inicial da pior seqiiéncia de m. Analogamente, a normalizacdo de =, via pior
seqiiéncia € segmento inicial da pior seqiiéncia de m’. Dessa forma, por (xx), (xxi) e 7.1.5-(9) é
claro que:

Cxi) T Byt Byt e

como Ip(m)< Ip(n,) também € claro que:

(exiii) Ip(m)< Ip(m).

Portanto, por (xxii) e (xxiii) resolvemos o Caso 5.3.

us T, T,
A,vA, C C
C

)
U

SubCaso 5.4: n’ é da forma n’= ,onde m, > T,

Como A,VA, é F(nr), m e ™" devem ter as seguintes formas:

T, T, T4 L= Ty T3
A,vA, C C A,vA, C C
7 C . C
E T E g
= D e m= D ,onde gz — T,
F F
T, Tz

Temos tantos subcasos quantas forem as possiveis formas de 7°.

SubCaso 5.4.1: m; ndo € normal

Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(9) temos que FP(n)= FP(n,)= FP(n’). Portanto:
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A,vA, C ¢ A,vA, C ¢
T C Ty C
E s E s
n° = D e m°= D
B F B F
U Tz

Note que, apenas efetuando a reducio n, — m;em n°, temos que n° — m”°.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 5.4.2: m, é normal mas m, néo €.

Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(9) temos que FP(n)= FP(r,)= FP(n’). Portanto:

[e] [e]

T, Ty T3 T, Ty T3
A,vA, C C A,vA, C C
g C T C
E s E Ts
n° = D e T°= D
B F B F
7 7

Note que, apenas efetuando a reducio n, — m;em n°, temos que n° — ™.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 5.4.3: m, e m, sA0 normais

Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(9) temos que FP(n)= A,vA,= FP(’). Portanto:

Ty Ty
C C
Mg Ts Ty Ts
o — E D %0 — E D
n° = F e n°= F
Ty Ty

Note que, apenas efetuando a reducdo n, — m;em n°, temos que n° — m”°.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

A IA)
3 T, 3
A2 \Y A3 B B
CASO 6: = B k , onde:
Ty
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e A, v A,éFm)

e A, ndo € cortada pela regra (VE) mostrada

A solucdo deste caso € exatamente simétrica a do Caso 5 com relagdo as subdrvores

T, € T;.

CASO 7: © tem uma das formas:

T T
A1 [AJ [ALF j [AJ [AK
—2 Ty . %)
n=A2VA3 B B k, Oou M= A2 v A B k onde:
- B ’ - B '
Ty Ty

o A,VA, é F(n)
e A, € cortada pela regra (VE) mostrada
Como estes dois casos se comportam de maneira semelhante com relacdo a definicao
de pior seqiiéncia (Definicao 7.1.5-(7)), vamos tratd-los de maneira unificada. Por economia
escreveremos a solucdo apenas para a primeira forma de m, sendo que para a segunda o
procedimento € andlogo.

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para 7’

TC)
T AN
A VA, 2A i, T3
vV
SubCaso 7.1: ' = —— BB «, onde 71, — 7.
Ty

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para ©°.

SubCaso 7.1.1: m, ndo € normal

Neste caso, pela Definicao 7.1.5-(7) temos que FP(n)= FP(n,)= FP(n’). Portanto:

)
A A A A A AT
O EE—— T ° SE— T °
A, VA, B “Eg A, VA, B Tg
n° = B k, T° = B k.
Ty Ty

336



Note que, apenas efetuando a reducdo ©, — m; em n°, temos que n° — .

A solucdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 7.1.5: m, é normal

Neste caso, pela Definigdo 7.1.5-(7) temos que FP(n)= A,vA,= FP(T’). Portanto:

T, oy
[A,] [A,]
n° = T, e mw°= T, -
B B
T, T,

Note que fazendo a redug¢do m, — 7, em cada cdpia de m, em ©° temos: T°—» ©™°.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

Al AT AR
A VA, 2A my T3
v
SubCaso 7.2: 7’ é da forma ©'= ——— 5 B B k, onde 1, - T,
Ty

Temos aqui duas possibilidades, conforme o tipo de reducdo realizada em T,.

~ D T kK~
SubCaso 7.2.1: A reducdo n, »> n, étal que m,= ° e A, ndo ocorre em 7,

B
N Ak
AVvA. B ©
Ou seja, " = ’ ’ B k, onde A, ndo é eliminada pela regra (VE)
Ty
mostrada.

Temos aqui tantas possibilidades quantos sdo os tipos de m°.
SubCaso 7.2.1.1: m; ndo € normal
Neste caso, pela Defini¢ao 7.1.5-(7) temos que FP(n)= FP(n,)= FP(n’). Portanto:
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i T I o
AVA, BB AvA, BB
n° = Kk € m°= k
B B
Ty Ty

Note que, apenas efetuando a reducdo n, — m, em n°, temos que n° — ©™°.
A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 7.2.1.2: w, € normal e t, ndo é
Neste caso, pela Definigdo 7.1.5-(7) temos que FP(n)= A,VA, e FP(t’)= FP(x,).

Portanto:
A AL
T 2 Ts T,
[AZ] Az 4 A3 B B
(xiv)n®= g, e m°= k
B
B T
T, 4
TCO
A IAY AR
: Ty T3
: : - A;vA; B B
Seja ¥ a seguinte derivagdo: X = B k.
Ty
Sobre ¥ sabemos que:
. A AT
T A 2A Ts T,
[A] v B
(xxv) X° = nzz e X'= 2 ° B k, onde ¥ — X atravésde m, - 7.
B T,
Ty

°0

(xxvi) Note, por (xxiv) e (xxv), que: n°—>» 2° e X' =m".
Por (xxvi), usando a Proposi¢io (*), existe um rt* tal que:
Covii) m° Dy wh, 20 Byt e Ip(EO)< Ip(n®).
Logo, por (xxvii):
i)t D e Byt e T B30 By gt

Além disso, como IpX)= Ip(Z°)+ 1 e, por (xxvii), [p(X°)< Ip(n°), temos:
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(exix) Ip(X) < Ip(r®)< Ip(m).
Logo, por (xxix), vale a hipotese indutiva para X. Portanto:
(oxx) Existe ¥ tal que = By TF, 7By 3F e IpC)< ().
Assim, por (xxvi), (xxix) e (xxx) temos:
(i) Ip(n)= IpE)< IpR)< Ip(m).
Como Ip(n’)= Ip(n°}+ 1, por (xxxi) temos:
(exxiid) Ip(n) < IpR)< Ip(m).
Por (xxviii) e (xxx) temos que = 2 n* e X By, =*. Logo, pela unicidade da pior
seqiiéncia temos que ou ©* = ¥, ou ¥ B> T¥, ou =* B . Vejamos cada caso:
Se n* = X*, por (xxvi), (xxviii) e (xxx) temos:
it By nt=3F e wBre=3x By Tt
Se nt B =*, por (xxvi), (xxviii) e (xxx) temos:
xiv)n Dyt By 3t e p Bgpge=3 By TF
Se ¥ By | por (xxvi), (xoviii) e (xxx) temos:
ooy Byt e D=3 By, 3 By ot

Portanto, por (xxxii) a (xxxv) resolvemos o subcaso.

SubCaso 7.2.1.3: m, e m, s30 ambos normais

Neste caso, pela Definigdo 7.1.5-(7) temos que FP(n)= A,vA,= FP(T’). Portanto:

U
[A,] s
=g, e 7n°= B .
B Ty
Ty

Mas observe que a redugao m,— 7, se efetuada em =©°, elimina todas as cdpias de T,

da mesma forma que em 7 eliminou as hipéteses A,.

T
[A] 7
Logo: n°= g, — B =m". A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.
B Ty
Ty
[A]
SubCaso 7.2.2: A redugdo n,— m,é tal que n,= 7, ,com A,* pertencendo a 7,
B
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A AT A
—=:—  m T3
) , A2 \4 A3 B B
Ou seja, n’ = k.

B

Ty

Novamente temos dois subcasos, conforme a forma de «°.

SubCaso 7.2.2.1: m; ndo € normal

Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(7) temos que FP(n)= FP(n,)= FP(n’). Portanto:

AL A AT A A A
Y T TCO Y TE 7[0
A,vA, B 5 A,vA, B 5
m° = B k, T°= B k.
Ty Ty

Note que, apenas efetuando a reducdo n, — m, em n°, temos que n° — ©™°.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

SubCaso 7.2.2.2: 1, € normal

Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(7) temos que FP(n)= A,vA,= FP(t’). Portanto:

T, T,
[A,] [A,]
n°= g, , 1°= my
B B
T, T,

Note que, apenas efetuando a reducdo n, — m, em n°, temos que n° — ©”°.

A solucdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

A AT A
A 2A Ty Ty
v
SubCaso 7.3: 1’ = ——— 5 B B k, onde mt; —> T}
Ty

O resultado segue de maneira analoga ao SubCaso 5.3.
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A Ak AL
A VA IA Ty T3
Vv
SubCaso 7.4: 1’ = —— 5 B B k, onde m, —> T,

4

O resultado segue de maneira analoga ao SubCaso 5.4.

A A A
B R T, T,
A2 \ A3 B
CASO 8: = B k , onde:
Ty
e A,VA, é F(n)

e A, € cortada pela regra (VE) mostrada

A solucgdo deste caso € exatamente simétrica a do Caso 7, com relagdo as subarvores

T, € 1.
NIA] T
ﬂ T, 1l
CASO 9: = TB ou m= w onde:
T, U

e dxA € F(n);

e A regra (3E) mostrada nao elimina hipdtese de ©t

A solucdo deste caso segue de maneira andloga a do Caso 1, provada em
Massi[1990], pp. 92-95.

CASO 10: t= ———« ou w= ——«, onde:

o IxA é F(m)

e A regra (3E) mostrada corta hipoteses de n
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A solucdo deste caso segue de maneira andloga a do Caso 2, provada em
Massi[1990], pp. 96-100.

T, W, T,
AvB C C

CASO 11: = C 5%, onde:
Ts

e C, conseqiiéncia de (VE), é F(n) ¢ a dltima ocorréncia de um segmento maximo

Temos tantos subcasos quantas forem as possibilidades para 7’

T, M, T,
AvB C C

[ C z:4 s

SubCaso 11.1: w’ = D , onde m, > T;
s

Neste caso, pela Defini¢do 7.1.5-(13) temos que FP(n)= AvB= FP(x’). Portanto:

T, T3 T, %!
T, c 2, C z, s c z, C Z,
-_AvB D D -_AVB D D
n° = D e w°= D
s g

Note que, apenas efetuando a reducdo ©w, — m; em n°, temos que n° — ©”°.

A solugdo € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

T, T, T,
AvB C C
z
SubCaso 11.2: ' = ¢ 5 4 . onde m,—> T}
Ts

Neste caso, pela Defini¢ao 7.1.5-(13) também temos que FP(n)= AvB= FP(’), e

portanto a solugdo segue andloga a do Casso 11.1.

T, T, T,
AvB C C

. s __ C Z4 s

SubCaso 11.3: n’ = , onde my; —> T
I — D
Ts
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Neste caso, pela Defini¢ao 7.1.5-(13) também temos que FP(n)= AvB= FP(’), e

portanto a solugdo segue andloga a do Casso 11.1.

Ty T, T3
AvB C C

: C z :

SubCaso 11.4: w’ = ~———, onde X, > X,
e — D
Mg

Neste caso, pela Definigdo 7.1.5-(13) temos que FP(n)= AvB= FP(r’). Portanto:

i, T, i, %)
T, c z, C %, T, c %, C %z
o_AvB D D -~_AVvB D D
= D c M = D
s g

Note que, apenas efetuando duas vezes a reducdo X, > X, em mn°, uma em cada
copia de X,, temos que ©° —» w°.

A solucido € portanto andloga a do Caso 5.1.1.

T T, Tg
AvB C C

. s C 24 )

SubCaso 11.5: n’= - — D5 onde m; — .
T

Neste caso, como C é F(n), = ¢ ©’ devem ter as seguintes formas:

T, T, T, s T, T,
AvB C C AvB C C
C 2, C 2,
Tg TIED T nD
F ES F ES
= e W= ,onde g — g,
G G
Y Tty

Neste caso, pela Definicdo 7.1.5-(13) também temos que FP(n)= AvB=FPT’), e a

solu¢do segue andloga a do Casso 11.1.

T, T,
IxA C
C 2,

Caso 12: =
Ts

e C, conseqiiéncia de (AE), é F(n) e a dltima ocorréncia de um segmento maximo
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A solucdo deste caso segue andloga a do Caso 11.

Assim, por verificagdo de todos os casos possiveis para FP(m), demonstramos o

teorema. ¢

Considerando a descricdo do nosso método de prova apresentada em 6.4.2, com este
resultado ja temos realizados até aqui os passos (a) e (b) daquela descricio. Para
completarmos a extensdo dos nossos resultados para o sistema I, temos que efetuar o passo
(c). Para isso vamos estender a definicdo de o(n) para I e provar que o(n)< ® e o(n)= Ip(n)

para toda derivacdo m de I. O primeiro passo € estender a definicdo de segmento-a para .

7.1.8 Extensao da Nocao de Segmento-o de C’ para I
Esta extensdo ¢ feita de maneira bastante direta. Basta considerarmos as Defini¢cdes

2.1.1 a 2.1.10 apresentadas no Capitulo II e substituirmos as seguintes referéncias:

(a) onde se 1€ C’ leia-se I,
(b) onde se 1€ ocorréncia leia-se elemento (Defini¢ao 7.1.2);

(c) onde se 1€ formula mdxima leia-se elemento mdximo (Defini¢do 7.1.3).

Fazendo estas substituicdes ja temos definida a no¢ao de segmento-o. para derivagdes
em [. Aplicando estas substitui¢oes as Defini¢cdes 2.1.11 e 2.1.13 também estendemos para I
as nogdes de ocorréncia pesada OP, ocorréncia candidata a férmula maxima CM e
ocorréncia associada a ocorréncia pesada, que passam, respectivamente, a serem referidas,
por elemento pesado EP, elemento candidato a elemento mdximo CM e elemento associado a

elemento pesado.

7.1.8.1 OBSERVACOES:

(@) E importante frisarmos que o comprimento de um segmento p (Definicio 2.1.4)
em uma derivacdo 1t de I ndo corresponde ao nimero de ocorréncias de féormulas em p, mas
ao numero de elementos em p e, portanto, as Defini¢des 2.1.7 e 2.1.8 de centro e ocorréncia

simétrica tém elementos como base, e ndao ocorréncias de féormula.
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(b) E facil ver, pela definicio das regras (AE) e (VE), que se p= A, ..., A, é segmento-o.
de nivel 1 em 7, entdo os Unicos elementos de p cujas férmulas podem ter os conectivos 3
ou v como conectivos principais sdo A, ou A,. O conectivo principal das férmulas de cada
A (1< i< n)é certamente D ou A ou V.

(¢) Também ¢ facil ver, pela definicdo da regra (L,), que a unica ocorréncia de
p=A,, ..., A, que pode ser conseqiiéncia de (L)) € A,.

(d) Quando y € EP, tal que y € o primeiro elemento seguinte a X, uma cadeia-@ em
7, dizemos que y é elemento pesado limite em 1, 0 que denotamos por EPI.

(e) Chamamos de peso-1 de uma derivacdo m em I, e denotamos por p,(n), o nimero
de elementos pesados de m. Note que estamos chamando de peso-1 o que em C’
chamdvamos simplesmente de peso.

() Uma observacao que merece destaque € o fato de que um unico elemento pesado
¢ pode ter mais de um elemento associado, cada um deles devido a um segmento-a ao qual

¢ pertence. Vejamos o seguinte exemplo:

[BI' DI
T, T,
T, A A .
= BvD (GxA), GxA), ,
3xA), G [AT
AxANG T
@A), C, .
C
Ts

7 tem dois segmentos-a de nivel 1, que sdo:
1= [ExA), @xA)], [BXANG], [EXA),] e
o= [ExA),, @xA)], [EPIAG], [(ExA),].

Os subindices sdo apenas para distingdo de referéncia entre ocorréncias com a
mesma forma e os colchetes delimitam os elementos. Podemos ver que o elemento [(3xA),]
possui dois elementos associados, que sdao [(FxA),, (FxA),], devido a p,, e [(FxA),, FxA)],
devido a p,. Apesar de compartilharem a ocorréncia de formula (3xA),, estes dois elementos

sdo distintos.
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Devido a introduc¢do de novos conectivos e a presenca dos elementos com
comprimento maior que 1, a extensdo da definicdo de ocorréncia multiplicativa ndo se faz

de maneira tdo direta. Vejamos.

7.1.9 DEFINICAO: Elemento Multiplicativo (EM,)

¢ € elemento multiplicativo em n (EM,) quando ¢ € EP, e uma das trés condicOes
abaixo € satisfeita por ¢ em .

(D) l(@)> 1 ou l(y)> 1, onde y= ass,(p);

(2) ¢ € EPl e &, uma das pontes da cadeia X que antecede @, € tal que I(E)> 1;

(3) llp)=1 e, considerando R a regra de eliminag¢do da qual ¢ é premissa maior, uma

das condi¢Oes abaixo € satisfeita:
(3.1) R é (oE) e a regra de introducdo que gera alguma das ass,(p) corta top-
-formula de rt;

(3.2) R é (E) ou (VE) e corta alguma top-férmula de m.

7.1.9.1 OBSERVACOES:

(@) Se ¢ é EM . e a condicdo (2) acima € satisfeita ou existe y # ¢ tal que I(y)> 1 e
y= ass(p), entdo dizemos que @ é elemento multiplicativo de tipo 1 em 7x, 0 que denotamos
por EM, .

(b) Se ¢ é EM_, l(p)=1 ¢ @ ndo é EM}, entdo dizemos que ¢ € elemento multiplicativo
de tipo 3 em 7, 0 que denotamos por EM_..

(c) Se ¢ é EM_ e ndo é EM; nem EM2, entdo dizemos que ¢ € elemento multiplicativo

de tipo 2 em 7, 0 que denotamos por EMZ.

T

A Z,
B

Ty

(d) Se @ é EMZ, entdo € claro que I(@)> 1 e 7 tem a seguinte forma: © =

onde A € a tdltima ocorréncia do elemento ¢ e € premissa maior de regra de eliminagdo em
7. Neste caso, se A é da forma CoB, entdo X,= {m,} e ocorre a esquerda de A; se A é de
uma das formas VaB ou CAB ou BAC, entdo X,= O (a seqiiéncia vazia); se A € da forma

CvD, 2,= {n,, n.}; e se A é da forma 3xC, entdo X,= {n,}.
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() A uma derivacdo que ndo possui elemento multiplicativo chamamos derivacdo
estrela.

(H O grau de um elemento ¢, grn(e), € definido, exatamente como em C’, como o
nimero de conectivos da férmula de ¢. O grau mdximo multiplicativo da derivacdo =, g(m),

também como em C’ € definido por: g(n)= max{gr(@)/ ¢ ¢ EM,}.

Vamos agora apresentar todos os passos formais da extensdo da definicdo de o(m),
entre eles a nova seqiiéncia estrela. Apds estas defini¢des formais faremos um comentdrio

informal explicando a intui¢@o da estratégia adotada nesta extensao.

7.1.10 DEFINICAO: Operacio 5>

Seja @ um EM;. Sejam v, ..., y, todos os elementos associados a @, distintos de @,
tais que I(y,)> 1, para 1 <i<m. Sejam v,_,,, ..., Y, todas as pontes de todos os segmentos-a
de m, nos quais a condi¢do 7.1.9-(2) € satisfeita para ¢. Seja y, um elemento tal que 1 < k <
n e, para todo j # k tal que 1 < j < n, pos,((y,)")>> pos((y,)).

Nestas condicdes € certo que  tem uma das seguintes formas:

T, T, T, T, T,
CvD A A IxB A
A A
= T, ou m= T, , onde:
A Zs A Zs
D D
Tg Ty

(@) A ocorréncia A, raiz de m,, é a dltima ocorréncia do elemento ¢, e é premissa

maior de regra de eliminacdo.

(b) A ocorréncia A, top-formula destacada de wt,, é (v, ). (y,)" é ou H(x,) ou H(m,).

Definimos a operacdo -> da seguinte forma:

Quando (y,)'= 1(x,), temos:
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cCvD A A A
A T, T, T,
n= T, 2 CvD A A ou
A s A zs
D D
Te Te
T, T, T,
IxB A A
A T, T,
n= T, X 3xB A
A Zs A Z
D D
Te Te
Quando (y,)'= r(rt,) temos:
T, T, T, T,
CvD A A A
A T, T, T,
n= T, 2 CvD A A
A Zs A z
D D
Tg Ty
7.1.10.1 OBSERVACAO:
Seja y=A,, ..., A, um elemento tal que y=ass (@) e n> 1, ou seja, l(y)> 1. A

operacdo > se aplica a elementos como y e tem por objetivo tornar y um elemento

unitdrio, transferindo as ocorréncias A,, ..., A__; de y para ¢. Note que apés a operacio —>

em y, o comprimento de y diminui uma unidade € o de ¢ aumenta uma unidade.

7.1.11 DEFINICAO: Derivacio Marcada
Dizemos que © € uma derivagdo marcada quando toda ocorréncia ¢ que € premissa

maior de regra (FE) ou (VE) possui uma marca numérica para algum ndmero natural n.

Denotaremos estas ocorréncias por (¢)™.
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7.1.11.1 NOTACOES:

(@) Denotamos a soma total das marcas numéricas de uma derivacdo marcada © por
m(T).

(b) Definimos o peso de uma derivacdo marcada m, p(n), por: p(n)= p,(n)+ m(w), onde
p. (1) € como definido em 7.1.8.1-(e).

(¢) Dizemos que n % w’, quando 7’ é obtido de m marcando-se todas as premissas

maiores das regras (JE) e (VE) de m com zero.

7.1.12 DEFINICAO: Operacio >

Seja m uma derivagdo marcada e ¢ um EMZ. t tem uma das seguintes formas:

T, T, T, T, T,
Bv C)“‘) A A (EIXB)“") A

T= A = z, ou Tw|= A = 2],onde:
s Tg

a ocorréncia A, conseqiiéncia da regra de (VE) ou (FE) mostrada, é a tltima ocorréncia do
elemento ¢ e € premissa maior de regra de eliminacdo, sendo que X, pode ocorrer a
esquerda de A.

Definimos entdo a operacio > da seguinte forma:

U Ty, T Ty T3
BvC)™ A A T, A X, A z,
T = A >, 2 (Bv C)™" D D
D D
s Ts
e
T i, Ty
(3xB)™ A U A 2,
n= A X, >  (3xB)™" D
D D
T T
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7.1.12.1 OBSERVACAO:
Note que a operagio > ¢ de fato uma redugiio permutativa (Definicdes 1.4.9 e
1.4.10) que, além de realizar a reducdo, acrescenta uma unidade na marca numérica da

premissa maior da regra de (FE) ou (VE) expressa.

7.1.13 DEFINICAO: Multiplicacio Estrela (%)
Seja @ um EM?2 e y o tnico elemento em 7w tal que = ass(p). Definimos a
multiplicacdo-* de ¢ em © como uma das transformagdes abaixo, dependendo da forma de ¢:

(a) Se @ = AoB, definimos:

Uz
[A]* [A]
T U i,
n:A AoB . A AoB onde:
B B B ’ ’
U U

e as hipédteses destacadas de m, sdo todas cortadas pela regra de introdugao

que gera o elemento associado a ¢ em T.

() Se @ = 3xA, definimos:

T, T,

A [A]k A [A]
U Ty Ty Ty
B IxA B ) IxA B de:
= B kKD B ,onde:
T, T,

e A= r(m,) é a premissa do elemento associado a ¢, e as hipdteses destacadas
de m, sdo todas cortadas pela regra (FE) expressa.

(c) Se @ = AvB, definimos:

T, T,
A [Af A [A]
T2 Ty Ty Ty Tz Ty
. AvB C C By AvB C C de:
(chn= c kK D c , onde:
s s

e A=1(n,) é a premissa do elemento associado a @, e as hipéteses destacadas

de m, sdo todas cortadas pela regra (VE) expressa.
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T, T,

B [B] B [B]
T, T3 W, T, Ty Ty
AvB AvB
c2)n= Y CC C Kk D Y CC C ,onde:
s s

e B=1(n,) € a premissa do elemento associado a ¢, e as hipdteses destacadas

de m, sdo todas cortadas pela regra (VE) expressa.

7.1.14 DEFINICAO: Quantidade de Ocorréncias de Grau Maximo do Tipo 1 - ng,(r)

Seja X, um subconjunto das ocorréncias de férmula de n definido por:

eX, < existe um EM, ¢, com gr(®)= g(m), tal que uma das propriedades seguintes é
valida:

(1) € pertence a algum elemento v, distinto de @, tal que y= ass,(p);

(2) ¢ é EPL, e C pertence a algum elemento & que € ponte da cadeia-p que

antecede .

Ao numero total de ocorréncias de férmula em n que pertencem a X, chamamos

quantidade de ocorréncias de grau mdximo do tipo 1, e denotamos por ng, ().

7.1.14.1 OBSERVACAO:

ng,(m) representa a soma do nimero total de ocorréncias pertencentes aos elementos
associados dos EM, de grau maximo, com o numero total de ocorréncias pertencentes as
pontes dos EM, de grau mdximo que sdo EPL,. Note que ndo estamos considerando aqui os
elementos que sdo associados a si mesmos (se ¢@= ass(¢), as ocorréncias de ¢ nao sdo
computadas em ng,(n)). Note também que mesmo que uma dessas ocorréncias pertenca a

mais de um segmento-f3, ela s6 € contada uma vez por nossa definicao.

7.1.15 DEFINICAO: Quantidade Total de Ocorréncias de Grau Maximo - ng,(r)

Seja X, um subconjunto das ocorréncias de férmula de n definido por:

CeX, & C pertence a algum EM,, ¢, onde gr{p)= g(m).
A soma do ntimero total de ocorréncias de férmula em 7 que pertencem a X,, com

ng, (), chamamos quantidade total de ocorréncias de grau mdximo, e denotamos por ng,(m).
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7.1.15.1 OBSERVACAO:

ng,(m) representa a soma do numero total de ocorréncias pertencentes a algum EM,
de grau maximo, com o numero total de ocorréncias de formulas que pertencem aos
elementos associados a estes elementos multiplicativos mais as ocorréncias que pertencem
aos elementos que sdo pontes das cadeias X que antecedem os EP/; de grau maximo. Aqui
também, mesmo que uma dessas ocorréncias pertenca a mais de um segmento-a, ela so €

contada uma vez por nossa defini¢do.

A seguir apresentamos a extensdo das definigdes de ocorréncia estrela e seqiiéncia

estrela.

7.1.16 DEFINICAO: Elemento Estrela - T(r)
Seja m uma derivacdo e @ um EM_ tal que:
gr{@)=gm) e pos(9))= max{pos(€)) / & EEM, e gr€)=gm)}.
Definimos 7T'(n) por indu¢do em /() da seguinte forma:
(1) Se ¢ é EM;. ou EM2, entdo T'(n)= ¢;
T

Z,
B

Ty

(2) Se ¢ é EMZ temos que 7 tem a seguinte forma: 7 = , onde A ¢ a ultima

ocorréncia de ¢, como descrito na Observagao 7.1.9.1-(d). Neste caso:

(2.1) Se existe em X, alguma ocorréncia com mesmo grau que ¢ € que

pertenca a algum EM, ou a elemento associado a EM_, entdo:

A 3,
B

Ty

T(n)=T(n,), onde n, =

(2.2) Caso contrario, T(m)= .

7.1.16.1 OBSERVACAO:

Nao € dificil ver que, para toda derivacdo ndo estrela t, 7T(n) existe e € tinico.
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7.1.17 DEFINICAO: Segiiéncia Estrela
Uma seqiiéncia estrela para uma derivacdo m € uma seqii€ncia de derivacdes

denotadas por ©*°, ©**, n*?, ..., tal que so satisfeitas as seguintes condicdes:
D) S o
(2) Cada n**** € obtido de m** por uma das seguintes operacoes:

(2.1) Se T(n**) ¢ EM},, entdo: 7™ - m***?;

(2.2) Se T(w**) € EMfti, entdo: Tt - mit;

(2.3)Se T(wn**) € EMfti e T(n**) possui apenas um elemento associado,

entdo: m** 5 it

(3) A seqiiéncia estrela termina em 7** se ©w** é derivacdo estrela ou se nenhuma

transformacao definida em (2) se aplica a ©*".

7.1.17.1 OBSERVACOES:

(a) Vale lembrar que segundo a Observacdo 7.1.11.1-(c), a operacdo n - ©*° apenas
marca com 0 todas as premissas maiores das regras (3E) e (VE) de =.

(b) Temos pela Observacdo 7.1.16.1 que, para toda derivacdo nao estrela m, T(r)
existe e € unico. Portanto € claro que a seqiiéncia estrela existe e € unica para toda
derivagao m.

(c) Se a seqliéncia estrela para © € finita e n*", sua udltima derivacdo, é derivacdo
estrela, entdo denotamos 1t*® por m*.

(d) Note que em uma derivacao estrela ©* todos os elementos pesados e todos os
elementos associados a elementos pesados t€ém comprimento igual a 1. Caso contrario, pela
Definicao 7.1.9, n* nao seria derivacao estrela. Além disso, ng,(n*)= ng,(n*)= 0.

(¢) Note, pela Defini¢do 7.1.13 de multiplicagdo-*, que se T(n*") é EM> e T(x*")
possui mais de um elemento associado, entdo n** € o dltimo elemento da seqiiéncia estrela
para 7 e ndo € elemento estrela.

(f) Vamos provar mais adiante que a seqiiéncia estrela de toda derivacdo m termina
em uma derivacdo estrela ©°**, para algum n< ®. Ou seja, a cada deriva¢do m temos uma e

apenas uma derivacdo estrela m* associada.
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7.1.18 DEFINICAO: Ordinal Natural - o(r)
Seja m uma derivacdo em I cuja seqiiéncia estrela € finita e termina em ©*. Definimos

o ordinal natural de r, e denotamos por o(m), como: o(r)= p(r*).

7.1.18.1 OBSERVACOES:

(@) Note que, como definimos em 7.1.11.1-(b), p(n*)= p,(m*+ m(n*). Assim, o(m)
representa o niimero de todos os elementos pesados em m* somado a somatéria de todas as
marcas de m*.

(b) Mais adiante vamos provar que o(n) estd definido, é unico e finito para toda
derivacdo m. Faremos isto provando que a seqiiéncia estrela de m estd definida, € dnica e

termina em um numero finito de passos em uma derivagdo estrela *.
Vamos agora explicar um pouco da intui¢do por trds desta definicao de o(m).

7.1.19 Entendendo a Nova Seqiiéncia Estrela

O objetivo da seqiiéncia estrela €, como no caso de C’, transformar © em uma
derivacdo m* na qual podemos contar efetivamente todas as possiveis formulas maximas de
n. Para isso a seqiliéncia estrela tem que realizar todas as multiplicacdes de subarvores
possiveis de ocorrerem nas seqiiéncias de reducdo para m, sem no entanto reduzir de fato
nenhum elemento méaximo. Além disso, para que tenhamos uma atribuicdo numérica finita,
temos que mostrar que a seqiiéncia estrela para toda derivagdo w € finita e termina em uma
derivacao estrela.

Da mesma forma que em C’, a multiplicacdo-* definida em 7.1.13 realiza a
multiplicacdo de subarvores exatamente como as redugdes operacionais fariam, sem no
entanto eliminar nenhuma férmula maxima atual nem potencial. Mas para o sistema I
temos, além das reducdes operacionais, as redu¢des permutativas. Definimos as operacdes —>
e > acima justamente para realizarmos, na seqiiéncia estrela, as multiplicagdes que as

reducdes permutativas promovem. Vamos apresentar um exemplo para entendermos

melhor o papel das opera¢des <> e 2 na seqiiéncia estrela.
Considere 7 a seguinte derivagao:
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[B] [DT"

m, s
T, _A A
n= BvD 3xA), ExA), Ty
3xA), G [AT
ExANG Ts
ExA), Cy
C
Tg

Temos em m dois segmentos-o. de nivel 1, que sdo:

ps= [ExA),, @xA)], [APIAG], [(ExA),] e
po= [ExA),, GxA)], [GANG], [ExA),].

Os indices inferiores sdo apenas para distingdo de referéncia entre as vdrias
ocorréncias de 3xA, e os colchetes separam os elementos que constituem 0s segmentos-o..
Repare que m tem apenas uma férmula maxima ((3xA)AG). Realizando sua redugdo temos

como resultado a seguinte deriva¢do m’:

BT [DI"
, T,
T, A AL AT
= BvD (3xA), ExA), T
3xA), C
C
g

A reducdo de m’, por sua vez, através da reduc¢do permutativa de (3xA), resulta na

derivacdo ” que tem a seguinte forma:

[B]f [DIf
T, [AT T [AT
A T A . T
T4 ExA), Coy ExA), C
n’ o= BvD C Cw
C
g
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n” possui duas formulas maximas ((3xA), e (3xA),). Reduzindo cada uma destas FMs

2999

temos e m”” com a s seguintes formas:

[BI* D]
T, Ty [AT
[A] A T,
T, s (3xA), C
= BvD C C
C
Tlg
[BI" D]
T, T,
(A] [AT
Uz s s
= BvD C C., -
C
T

Note que a reducao de (3xAAG em 7 fez unir em 1’ os elementos associados a (IxA),
com a prépria (3xA),. Esta unido transformou (IxA), de =’ na ultima ocorréncia de um
segmento mdaximo que deve ser reduzido com reducdo permutativa. Tal reducgdo
transformou a ocorréncia pesada (3xA), de m’ em duas féormulas méximas de ©”, uma para
cada elemento associado que (IxA), possuia em 1. Além disso, a subarvore 7, foi duplicada
em tal reducdo.

A nossa seqiiéncia estrela deve portanto ser capaz de prever que elementos
multiplicativos que possuam elementos associados com comprimento maior que 1, quando
se tornarem segmentos maximos, serdo segmentos mAaximos nos quais as redugdes
permutativas se aplicam.

E importante notarmos também, que a férmula maxima (3xA)AG, que possufa
apenas um elemento associado em 7 (ela prdpria), e que ocorria entre (IxA), e seus
elementos associados, nao foi duplicada pela seqiiéncia de reducdo, tendo sido reduzida uma
unica vez. Dessa forma, a nossa defini¢do de o(m) tem que ser boa o suficiente para prever
que a ocorréncia pesada (IxA), vai ser duplicada por redugido permutativa, mas que FxANG

nao vai, pois é reduzida antes de tal duplicacio.
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Assim, uma possivel operacdo para a seqiiéncia estrela seria transportar para junto
dos elementos pesados, os elementos associados a estes EP,; que tenham comprimento maior
que 1. Sem que, no entanto, tal transformacao multiplicasse qualquer ocorréncia de formula
de 7. E exatamente esta tarefa que a operagio —» definida em 7.1.10 realiza.

Uma outra possivel operacdo para a seqiiéncia estrela seria realizar as multiplicagoes
que as redugdes permutativas fariam nas seqiiéncias de redugdes. Esta tarefa € efetuada pela
operacio .

Vamos agora realizar a seqiiéncia estrela para m para compararmos com a seqiiéncia
de redugdo acima.

Considere a derivacdo m do nosso primeiro exemplo e assuma que T,, ... T, SA0
derivacdes estrela, ou seja, ndo possuem elemento multiplicativo. Pela Defini¢ao 7.1.17, ©*°,

a primeira derivacdo da seqiiéncia estrela de © tem a forma:

[BI* [D]*
U T3
T, A A
(BVD)(O) (3A), (IA),, T,
nee = (FA); G [A] -
(IA)AG Tg
(3A)Y), C,
C
Tg

Nestas condigdes, pela Definicdo 7.1.16 de T'(r), temos que [(IxA),]= T'(r). Como ja
vimos, [(3xA),] pertence a dois segmentos-p de 7 e po