AULA 3

LPL 14.1: Quantificacdo Numérica

Declaracoes Numeéricas

e Declaracdes que fazem uso explicito de numeros.

Trés Tipos

¢ Pelo menos dois livros chegaram esta semana.

¢ No maximo dois livros estao faltando na prateleira.

e Exatamente dois livros estdo sobre a mesa.

Restricoes de FOL

e As linguagens de primeira ordem em geral ndo nos permitem falar diretamente sobre numeros,
apenas sobre elementos de nosso dominio de discurso.

¢ A linquagem dos blocos, por exemplo, fala apenas sobre blocos, ndo sobre numeros.

o Os nomes e variaveis na linguagem dos blocos se referem a blocos, ndo a numeros.

e No entanto, é possivel expressar estes trés tipos de declaracdées numéricas em FOL.

Quine e o Compromisso Ontolégico [COMENTARIO PARALELO]

e Um importante fildsofo contemporaneo W. V. O. Quine, utilizou a formalizagéo l6gica como uma
ferramenta para tratar de questdes de ontologia. (O Estudo do que (que tipo de coisa) Existe).

e Ele defende que as teorias s6 se comprometem, ontologicamente, com as entidades que séo
quantificaveis!

e Se, em uma teoria, conseguimos “falar” de algo sem que se necessite toma-lo objeto quantificavel,
entao esta teoria ndo tem nenhum compromisso com a existéncia deste algo!!

o Existir é ser o valor de uma variavel quantificada existencialmente!!!

e Como é possivel, como veremos, fazer declaracbes numéricas sem a necessidade de que os
numeros sejam objetos sobre os quais aplicaremos quantificadores, ou seja, sem que 0s numeros
facam parte do dominio do discurso, entdo, ndo temos compromisso ontolégico com a existéncia
objetiva dos nimeros. > ARGUMENTO CONTRA O REALISMO EM MATEMATICA.

NOMES e VARIAVEIS Distintos, ndo implicam em Objetos Distintos

¢ Um mesmo objeto pode ter mais de um nome.

¢ Um mesmo objeto também pode ser referido por variaveis diferentes.

e Exemplo: as seguintes sentengcas podem ser verdadeiras em um mundo com apenas um cubo.



o Cube(a) A Small(a) » Cube(b)
o 3x 3y [Cube(x) A Small(x) A Cube(y)]

Pelo Menos n

E preciso garantir que as variaveis sejam diferentes: (por exemplo)
o Cube(a) A Small(a) A Cube(b) A Large(b)
o 3dx 3y [Cube(x) A Small(x) A Cube(y) » LeftOf(x,y)]

Uma maneira mais direta é simplesmente dizer que os objetos sao diferentes:
o 3x 3y [Cube(x) A Cube(y) A X = Y]

Esta sentenca afirma que ha pelo menos dois cubos.

Para dizer que ha pelo menos trés cubos precisamos de um quantificador e algumas
desigualdades a mais:

o dx Jy 3z [Cube(x) A Cube(y) ACube(z) A Xy AX=ZA Y = 2]
Dizer que ha pelo menos 4 exige 4 3s e 6 desigualdades (=3+2+1).

Dizer que ha pelo menos n exige n 3s e (n-1)+(n-2)+...+1 desigualdades.

No Maximo n

Como dizer que ha no maximo dois cubos?
Uma primeira maneira é negar que haja pelo menos 3 cubos! Vocé percebe isso?
o —3x 3y 3z [Cube(x) A Cube(y) A Cube(z) A X2y AX=2Z Ay =2Z]
Aplicando algumas equivaléncias (ja conhecidas) obtemos:
o VX Vy vz [(Cube(x) » Cube(y) n Cube(z)) —» (x=y v x=z v y=2)]

Esta segunda forma sera nossa forma oficial de expressar ‘no maximo dois’.

Note que para traduzir o determinante “pelo menos n” em FOL necessitamos de n
quantificadores existenciais, enquanto para traduzir o determinante “no maximo n” precisamos de
n+1 quantificadores universais.

Exatamente n

Para expressar que ha exatamente dois cubos, poderiamos utilizar a seguinte parafrase,
construida com os determinantes anteriores:

o Ha pelo menos dois cubos e no maximo dois cubos.

Transcrevendo para FOL, teriamos a seguinte sentenga (quilométrica)



o 3x 3y [Cube(x) A Cube(y) A X #Yy] A
Vx Vy Vz [(Cube(x) A Cube(y) A Cube(z)) —» (Xx=y v x=z v y=2)]

A mesma afirmacgéo pode ser escrita mais sucintamente como:
o 3x 3y [Cube(x) A Cube(y) A x#y A VZz (Cube(z) > (z=xvz=Y))]

Aqui estamos dizendo que ha dois objetos diferentes, ambos cubos, e qualquer cubo é um destes
dois.

Uma forma equivalente e ainda mais sucinta é: (exercicios pedem proval)
o Ix3Ay[x=#yAVz(Cube(z) - (z=xvz=y))
o IxAyvz[xzyA(Cube(z) - (z=xvz=y))] - na forma PRENEX

De maneira geral, dizer que ha “exatamente n” objetos satisfazendo alguma condi¢éo requer n+1
quantificadores, n existenciais seguidos de 1 universal.

FAZER EM CASA O EXPERIMENTE DA PG. 368-9.

Notacao - Abreviada

o Fx P(x) denota “Ha pelo menos n objetos satisfazendo P(x)”
o Ix P(x) denota “Ha no maximo n objetos satisfazendo P(x)”
o 3" P(x) denota “Ha exatamente n objetos satisfazendo P(x)”

E importante lembrar que esta notacdo néo é parte oficial da linguagem FOL, mas apenas uma
abreviagao para sentengas muito mais longas.

Exatamente 1

Por ser muito usado, este caso merece atengao especial.

A afirmacéo de que ha exatamente um (um unico) objeto satisfazendo determinada propriedade
P(x) pode ser expressa em FOL pela seguinte sentenga, desde que y nao ocorra anterioremente
na wff P(x).

o IX[P(x) A Vy (P(y) > x =y)] que € equivalente a:
o IxVy(P(y) & x=y)
A notacao abreivada, de acordo com o que dissemos acima, seria:
o 3'x P(x)
No entanto, este tipo de sentenca é tao utilizada, que tem uma abreviacéo propria, mais simples:

o 3Jx P(x) denota “Ha um unico x tal que P(x)”.

Voltando as Expressoes QAB

Queriamos aprender como formalizar expressdes do tipo QAB, onde Q fosse um determinante
numeérico, A fosse um nome comum. Mas vimos apenas como expressar declaracdes da forma:
Ha (pelo menos / no maximo / exatamente) n coisas satisfazendo a propriedade P.



¢ A partir deste ponto, é facil expressar a forma QAB desejada.

e Por exemplo, para dizer: “Pelo menos n cubos s&o pequenos”, dizemos “Ha pelo menos n coisas
que sdo cubos pequenos’. E assim por diante.

e Apesar de parecer Obvia, esta observagao é importante, pois veremos que nem todos os
determinantes satisfardo esta propriedade, o que trara consequéncias importantes para a teoria
geral da quantificacéo.

AULA 4

LPL 14.2: Provando Proposicoes Numeéricas

e Uma vez que declaragdes numéricas podem ser expressas em FOL, entdo, podemos utilizar os
nossos métodos de provas anteriormente estudados para provar declaragdes numéricas.

¢ Mas, como vimos, as declaragdes numéricas sao bastante complexas na notagao FOL, o que
pode tornar suas provas terrivelmente complicadas.

e EXEMPLO:

o Suponha, por exemplo, que vocé saiba que ha exatamente 2 laboratérios de logica, e

e PROVA:

gue cada um tem exatamente 3 computadores.

Suponha também que todos os computadores disponiveis para estudar légica estao
em algum laboratério de logica.

Destas hipoteses € bastante facil perceber que ha exatamente 6 computadores
disponiveis para estudar I6gica. Como seria uma prova disso?

E suficiente provar que ha pelo menos 6 computadores e no maximo 6 computadores.

Para provar que ha no maximo 6 computadores, basta notarmos que cada computador
deve estar em um dos dois laboratérios, e que cada laboratério contém no maximo 3.
Logo pode haver no maximo 6 computadores (2 x 3 = 6).

Para provar que ha pelo menos 6, notamos que cada laboratério contém pelo menos 3
computadores. Mas agora precisamos de outra hipotese que nao esta explicitamente
declarada no exercicio. A hipétese é que nenhum computador pode estar em 2
laboratérios. Com este fato, sabemos que deve haver pelo menos 6 computadores.

Portanto, se ha no maximo 6 e pelo menos 6 computadores disponiveis para estudar
l6gica, entdo ha exatamente 6 computadores disponiveis.

e Esta longa prova de um fato bastante 6bvio ilustra duas coisas:

e (1) Para provar uma declaragdo numeérica da forma ‘existe exatamente n objetos que satisfazem a
propriedade P (3"'x P(x)) precisamos provar duas coisas:

o (a) Que héa pelo menos n objetos.

o (b) Que ha no maximo n objetos.

o Vocé pode pensar nisso como mais um método de prova!




e (2) Se traduzirmos nossas premissas e nossa conclusdo para FOL, de modo a construir uma
prova formal, as coisas vao ficar terrivelmente complicadas!

o Nos certamente perderiamos de vista o fato simples e basico que faz com que a prova
funcione, a saber, que 2 x 3 = 6.

o lIsso, porque, ao invés de declarar explicitamente este fato, como fizemos na prova
informal, ele apareceria escondido nos detalhes combinatérios da prova!

o Ainda que seja possivel fazer tal prova formal, ninguém na pratica a faria assim.

o Este problema ocorreria devido ao modo complicado com que as declaragdes
numeéricas sao traduzidas para FOL.

o Se adicionarmos quantificadores numeéricos a FOL, poderiamos ser capazes de fazer
provas que correspondem muito melhor a nossas provas intuitivas.

o E isso nao alteraria o poder expressivo tedrico de FOL, pois vimos que as expressoes
numeéricas sao traduziveis na linguagem FOL como a conhecemos. (este caso é
semelhante ao do —, que nao € necessario, ndo aumenta o poder expressivo dos
conectivos booleanos, mas apenas simplifica as provas formais).

¢ Um caso particular importante do método de prova da existéncia de exatamente n coisas
satisfazendo uma propriedade P € quando n=1.

o Provar que 3'x P(x) exige que provemos duas coisas
o (a)existéncia: ha pelo menos um objeto x que satisfaz P(x).
o (b) unicidade: ha no maximo um objeto que satisfaz P(x).

e EXEMPLQO: Vamos provar que 3!x (Even(x) A Prime(x))

e PROVA:

o Primeiro provaremos a existéncia, ou seja, que existe um numero primo e par. Isto é
feito simplesmente notando que 2 € primo e par. Entéo, por generalizagao existencial,
ha um primo par.

o Em seguida, provaremos a unicidade, ou seja, provaremos que para cada numero X, se
X é primo, entédo x = 2 através do método da prova condicional geral.

o Suponha, entdo, que x € um numero par e primo. Uma vez que ele é par, ele é divisivel
por 2. Mas uma vez que € primo € divisivel apenas por si proprio e por 1. Entdo x s6
pode ser 2.

o Portanto, qualquer que seja x, se x for primo e par, entdo x = 2. Ou seja, provamos a
unicidade. O numero 2 € o unico par primo.

e Falta apenas um método de prova (a prova por indugéo — Cap 16) para que tenhamos visto todos
os principais métodos de prova.

e NOs nao introduziremos formalmente quantificadores numéricos em FOL. Continuaremos usando
nossas abreviagoes.



AULA 5

LPL 14.3: ‘O, ‘Ambos oS’ e ‘Nenhum dos dois’

A despeito da familiaridade destes determinantes, suas propriedades logicas sao bastante sutis e
além de serem motivo de controvérsias.

EXEMPLO:
o O elefante em meu guarda-roupas néo esta amarrotando minhas camisas.

Na circunstancia (real) em que n&o ha elefante nenhum em meu guarda-roupas, a sentenga acima
€ simplesmente falsa? Ou ha algo mais errado com ela?

Se ela for falsa, entdo € de se esperar que sua negacgao seja verdadeira.

Mas sua negacéao parece estar sustentando que o elefante em meu guarda-roupas esta, de
fato, amarrotando minhas camisas.

Situagdes problematicas como esta também ocorrem com os determinantes ‘ambos os’ e
‘nenhum dos dois’.

o Ambos os elefantes em meu guarda-roupas ndo estdo amarrotando minhas camisas.
o Nenhum dos dois elefantes em meu guarda-roupas esta amarrotando minhas camisas.

S&o falsas, verdadeiras ou o0 que, estas sentencgas, se ndo ha elefantes em meu guarda-roupas,
ou se ha trés elefantes em meu guarda-roupas?

No inicio do século XX, Bertrand Russell propds a seguinte interpretacado para sentengas deste
tipo:

o A sentenca ‘O cubo é pequeno’ deveria ser interpretada como uma assercéo de que:
= Ha exatamente um cubo e ele é pequeno.
De maneira mais geral a analise de Russell defende a seguinte traducdo. Sentencas da forma:
o ‘OAéPB
devem ser traduzidas em FOL para:
o AX[A(X) A VY (A(y) > x =y) A B(x)]
Da mesma forma as sentengas:
o Ambos os cubos sdo pequenos.
o Nenhum dos dois cubos sé&o pequenos.
Segundo a analise de Russell deveriam ser interpretadas como afirmando, respectivamente que:
o Ha exatamente dois cubos e eles sdo pequenos.
o Ha exatamente dois cubos e cada um deles ndo é pequeno.
De maneira mais geral, na analise de Russell temos:

o Ambos os As séo Bs.



o Nenhum dos dois As é B.
Sao traduzidas para FOL como:

o 3%x A(X) A VX [A(X) > B(X)]

o I%x A(X) A VX [A(X) = =B(x)]
Note que com este tipo de interpretagéo, a negagao da sentenca:

o O elefante em meu guarda-roupas ndo esta amarrotando minhas camisas.
Nao é:

o O elefante em meu guarda-roupas esta amarrotando minhas camisas.
Mas é:

o Néo é verdade que ha exatamente um elefante em meu guarda-roupas e que ele esta
amarrotando minhas camisas.

Que, aplicando DeMorgan, fica:

o Ou nédo ha exatamente um elefante em meu guarda-roupas, ou (se ha) ele ndo esta
amarrotando minhas camisas.

Note que esta versao da negacao de nossa sentenga original € bastante mais plausivel do que o
gue parecia a primeira vista.

DESCRICOES DEFINIDAS: ¢ o nome que damos a frases nominais do tipo “O A”.

O que acabamos de ver foi a analise russelliana das descri¢goes definidas estendida aos
determinantes ‘ambos os’ e ‘nenhum dos dois’, que o proprio Russell ndo tratou.

E apenas a forma superficial das sentencas com ‘ambos os’ e com ‘nenhum dos dois’ que fazem
parecer que uma € a negagao da outra.

Mas na verdade, se ndo ha elefantes em meu guarda-roupas, ou se ha trés, ambas as sentengas
serdo falsas. Uma nao € a negagéao da outra!

CRITICAS A ANALISE DE RUSSELL: (P. F. Strawson)

o O elefante em meu guarda-roupas esta amarrotando minhas camisas.
o O elefante em meu guarda-roupas ndo esta amarrotando minhas camisas.

o N&o é o caso que o elefante em meu guarda-roupas esta amarrotando minhas
camisas.

Parece que nenhuma destas sentengas € apropriada se ndo ha nenhum elefante em meu guarda-
roupas.

Parece que todas elas pressupdem que ha um unico elefante em meu guarda-roupas.

De acordo com Strawson, quando afirmamos sentengcas com estas setamos, de fato,
pressupondo isso, sem, no entanto, afirmar explicitamente isso.

Sentencgas deste tipo s6 podem ser usadas para fazer uma declaragao quando esta
pressuposicao € satisfeita.



e Caso contrario, a sentenca simplesmente é inadequada. E como usar uma sentenca de FOL com
um nome b para descrever um mundo em que nenhum objeto tem o nome b.

e Se Strawson esta correto, entdo ndo ha nenhuma forma geral de traduzir os determinantes “O”,
‘AMBOS OS” E “NENHUM DOS DOIS” para FOL, pois as sentencas de FOL que ndo tém nomes
sempre tém valores de verdade.

e HA REPLICAS A CRITICA DE STRAWSON:

e Argumentou-se que a sugestao de que existe o objeto que satisfaz A quando se diz “0 A” (como
em ‘o elefante em meu guarda-roupa’) é apenas uma insinuacao social, e ndo uma parte
integrante do significado légico da sentenca.

e Se for assim, o teste da cancelabilidade de Grice deveria funcionar. Vejamos. A seguinte
sentenca € coerente ou nao?

o O elefante em meu guarda-roupas néo esta amarrotando minhas camisas. De fato, néo
ha elefante em meu guarda-roupas.

e Algumas pessoas defendem que, dita com a entonagéao correta, a sentencga faz sentido
perfeitamente. Outros discordam.

e PARA TERMINAR: como dissemos, estas questdes sdo bastante sutis e controversas. Nao ha
nenhuma teoria universalmente aceita sobre como funcionam logicamente estes determinantes.

e O que podemos dizer é que a analise de Russell é representa 0 maximo que podemos conseguir
com FOL, que é importante e que captura pelo menos alguns usos destes determinantes.

e VER remember na pg 381.

AULA 6

LPL 14.4: Adicionando Outros Determinantes a FOL

e Até agora vimos alguns determinantes que podem, de certa forma, ser expressados em FOL:
o Pelo menos n...
o No maximo n...
o Exatamente n...
o O...
o Ambos os... na interpretacdo de Russell (ndo na de Strawson!)
o Nenhum dos dois...

e Mas ha muitos determinantes simplesmente inefaveis em FOL.

‘A MAIORIA’ e ‘MAIS DA MATADFE’

e Um exemplo simples é o determinante ‘A maioria’, como em: ‘A maioria dos cubos € grande’.

e Ha dois problemas com o determinante ‘a maioria’:



e (1) O significado de ‘a maioria’ € um pouco indeterminado:
= A maioria dos cubos é grande.
o Claramente implica
= Mais da metade dos cubos s&o grandes.

o Mas e o inverso, € verdadeiro? A segunda implica a primeira? Nossas intuigdes
divergem neste ponto.

¢ (2) Mesmo se interpretamos ‘a maioria’ como significando ‘mais da metade’, ainda assim este
determinante é inefavel em FOL.

o Pois, mesmo tendo um significado preciso, ‘mais da metade’ também nao pode ser
expresso em FOL.

‘MAIS DA MATADE’ E INEFAVEL EM FOL

e Considere, por exemplo, a sentenca:
o Mais da metade dos dodecaedros sdo pequenos.
e Considere:
o A: o conjunto dos dodecaedros pequenos;
o B: o conjunto dos dodecaedros que n&o sao pequenos.
¢ A sentenga acima diz apenas que o conjunto A € maior do que B (tem mais elementos)

o Isso sem declarar nada sobre quantos objetos ha nestes conjuntos ou no dominio do
discurso.

e Poderiamos tentar a seguinte tradugao desta sentenga em FOL:

o [Ax A(X) A VX =B(X)] v [3**x A(X) A T¥! x B(X)] v [°x A(X) A T2 X B(X)] v ...
e Onde:

o A(x) € uma abreviagado para Dodec(x) A Small(x)

o B(x) é uma abreviagado para Dodec(x) A =Small(x)

e Sem um limite superior para o numero de objetos esta sentenga seria infinitamente longa, o que
nao é permitido em FOL.

e Ha como provar matematicamente a inefabilidade de ‘mais da metade’ em FOL. E possivel provar
a seguinte propriedade:

o Para qualquer sentenga S da linguagem dos blocos, se S for verdadeira em todos os
mundos em que mais da metade dos dodecaedros sao pequenos, entdo, S também
sera verdadeira em algum mundo em que menos da metade dos dodecaedros séo
pequenos.

¢ |sso prova que ndo ha como expressar a nogao geral de ‘mais da metade’ em FOL através de
uma sentenca S, pois ou S sera falsa onde deveria ser verdadeira ou o contrario!



e TEORIA DE MODELOS: este tipo de resultado é estudado em um ramo da légica conhecido
como Teoria de Modelos, onde se estuda a légica através de estruturas matematicas em que as
sentencas de FOL e as propriedades de validade de argumentos, verdade légica, consisténcia de
conjuntos de sentencas,... sao traduzidas em termos de propriedades matematicas destas
estruturas.

o A Teoria de Modelos embute a l6gica na matematica e estuda as propriedades, limites
e caracteristicas da logica atraves do estudo das propriedades, limites e caracteristicas
das teorias matematicas que representam a légica.

e (VOLTANDO) Nada nos impede, no entanto, de enriquecer FOL para incluir um determinante
gue expresse o conceito de ‘mais da metade’, ou o conceito ‘a maioria’.

o Ao fazer isso, no entanto, estamos abandonando a légica que chamamos de ‘l6gica
classica’, e nos aventurando em extensdes da légica classica.

o Muitas areas de pesquisa e assuntos em aberto, ainda por descobrir € por serem
devidamente analisados se colocam quando modificamos ou acrescentamos
caracteristicas a logica classica.

= HA MUITO CAMPO PARA PESQUISAS DE MESTRADO AQUI !!

como NAO ADICIONAR UM DETERMINANTE

e Vamos, primeiramente ver como nao se deve adicionar um determinante (‘A Maioria’) a FOL.

o Se S éumawffe v é uma variavel, entdo Most v S & uma wff, e qualquer
ocorréncia de v em Most v S chamaremos de ocorréncia ligada.

o Assim, diriamos que Most v S(x) € verdadeira em um mundo se e somente se ha
mais objetos do dominio que satisfazem S(x) do que os que nao satisfazem.

o Entdo, Most x Cube(x) diz, simplesmente, que a maioria das coisas sao cubos.

¢ No entanto, nao é possivel utilizar Most como definido acima para dizer, por exemplo:

o A maioria dos dodecaedros sdo pequenos.
e ‘A maioria dos dodecaedros’ nao tem nenhuma relagdo com ‘a maioria das coisas’.
e Com 3 e V conseguimos fazer parafrases como estas:
e Todo cubo é pequeno e Algum cubo é pequeno
e Qualquer coisa, se for um cubo é pequena e Ha uma coisa que é um cubo e é pequena

e Mas nao ha como parafrasear ‘A maioria dos dodecaedros sdo pequenos’ usando ‘A maioria das
coisas é...’

o Afinal de contas, pode ser que a maioria dos cubos sejam pequenos, mesmo quando
ha milhdes de tetraedros e dodecaedros em nosso dominio.

FORMA GERAL E FORMA ESPECIAL DOS DETERMINANTES

e Para qualquer determinante Q, sua forma geral € qualquer uso da forma:
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o QAB (Q As sdo Bs)

Sua forma especial é qualquer uso da forma:

o Q-coisas B (Q coisas séo Bs)
Ver tabela pg. 385.

REDUTIBILIDADE: quando a forma geral de um determinante pode ser reduzida a sua forma
especial.

o DETERMINANTES REDUZIVEIS: todo, algum, nenhum e determinantes numéricos.
o DETERMINANTES NAO REDUZIVEIS: a maioria, muitos, poucos, o.

COMO ADICIONAR UM DETERMINANTE

Para adicionar o quantificador Most a nossa linguagem, precisamos adicionar sua forma geral.
Assim, sua regra de formagao envolve duas wff e uma variavel para criar uma nova wff:

o Se A e B sao wffse v é uma variavel, entdo Most v (A, B) € uma wff, e qualquer
ocorréncia de v em Most v (A, B) é dita ser ligada.

A wif Most x (A, B) é lida como: “a maioria dos x que satisfazem A satisfazem B’.

Dada a forma geral, € sempre possivel expressar a forma especial [Most x (S)] da seguinte
maneira:

o Mostx (x=x,S) que élidacomo: “a maioria das coisas x satisfaz S”
Assim, podemos definir Most x (S) como uma abreviagédo para Most x (x = x, S)

o Isso significa que a inclusdo da forma geral de um determinante a FOL garante que
também a forma especial € exprimivel.

Fixando o Significado de Most

o Most x (A, B) é verdadeiro em um mundo se e somente se a maioria dos objetos que
satisfazem A(x), satisfazem B(x).

= Onde estamos interpretando ‘a maioria’ como mais da metade, ou seja: 0
numero de objetos que satisfazem A(x) e B(x) € maior do que o numero de
objetos que satisfazem A(x) e —=B(x).

Assim a sentenca “A maioria dos dodecaedros sdo pequenos” pode ser traduzida por:
o Most x (Dodec(x), Smali(x))

o Sentenca que sera verdadeira em todos os mundos nos quais ha mais dodecaedros
que sao pequenos do que dodecaedros que nao sao.

o Note que Most x (Small(x), Dodec(x)) significa algo bem diferente que a sentenga
anterior. A ordem € importante.

ADICIONANDO UM DETERMINANTE QUALQUER

Qualquer determinante Q com significado pode ser adicionado a FOL de modo semelhante:
11



o Se A e B sédowffse v éuma variavel, entdo Qv (A, B) é uma wff, e qualquer
ocorrénciade v em Qv (A, B) é dita ser ligada.

e Awff Qx (A, B) élidacomo: “Q dos x que satisfazem A satisfazem B’.

o Ou, de modo mais simples: “Q As sdo Bs” — conforme abordamos no inicio do
capitulo.

e Do mesmo modo, a forma especial é acessivel partindo da forma geral definida acima:

o Qx(x=x,S8) ¢éaforma especial de Q, lida como: “Q das coisas x satisfaz S’

o Qx(S) éuma abreviagdo para Qx (x=x, S)
e Vejamos alguns exemplos:

1. Few x (Cube(x), Small(x)) sera verdadeira em um mundo se e somente se poucos cubos
deste mundo forem pequenos.

2. Many x (Cube(x), Small(x)) sera verdadeira em um mundo se e somente se muitos cubos
deste mundo forem pequenos.

3. PeloMenosUmQuarto x (Cube(x), Small(x)) sera verdadeira em um mundo se e somente se
pelo menos um quarto dos cubos deste mundo
forem pequenos.

4. PeloMenosDois x (Cube(x), Small(x)) sera verdadeira em um mundo se e somente se pelo
menos dois cubos deste mundo forem pequenos.

5. QuantidadeFinita x (Cube(x), Small(x)) sera verdadeira em um mundo se e somente se
uma quantidade finita de cubos deste mundo forem
pequenos.

e Note que o exemplo 4 € um quantificador numérico que pode ser tratado em FOL. No entanto,
nada nos impede de definir para ele este determinante na forma geral.

e Note também que os primeiros dois exemplos, diferentemente dos outros, sdo ambiguos.

o Poucos e Muitos sdo dependentes de contexto!

o Quais as quantidades que representam poucos ou muitos variam de um contexto para
outro.

o Esta dependéncia contamina nossa definicdo das condi¢cdes de verdade para
sentengcas como Few x (Cube(x), Small(x)) e Many x (Dodec(x), Large(x)).

o Dependendo das intencbes, ou de quem profere a sentencga, o que deve ser
considerado poucos ou muitos, pode variar.

o Como contornar esta ambiguidade?

e (1) Mesmo quando ocorre dependéncia do contexto, ha certos principios légicos claros que
podem ser descritos e explicados. Por exemplo:

o Muitos cubos sao pequenos
o Todos os cubos pequenos estido atras de b

o CONCLUSAO: Muitos cubos estao atras de b.
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e (2) O problema da dependéncia do contexto tem solugdo. E possivel definir de modo
matematicamente preciso os determinantes dependentes de contexto. Sendo que cada definicao
dependera das inten¢gdes de quem usa o determinante.

AULA 7

LPL 14.5: Logica da Quantificagao Generalizada

e Determinantes diferentes tém significados diferentes e, portanto, propriedades logicas diferentes.

e E possivel classificar os determinantes em grupos diferentes de acordo com certas propriedades
l6gicas que eles possuem.

CONSERVATIVIDADE: se aplica a praticamente todos os determinantes do portugués.
o Qx (A(x), B(x)) < Qx (A(x), (A(x) A B(x)))
e Exemplos: (ver p. 389-390)

o (<) Se nenhum médico € um médico e um advogado, entdo nenhum médico € um
advogado.

o (=) Se poucos atores sao ricos, entdao poucos atores sao ricos e atores.

e Apenas (only) tem a aparéncia de um determinante (mas n&o é) e ndo respeita a
conservatividade.

o E verdade que apenas atores s&o atores e ricos. Mas disso ndo se segue que apenas
atores sao ricos.

e Teste para saber se uma palavra é ou ndo um determinante:

o Nenhum determinante pode ser adicionado a uma frase nominal completa.
o Ex: Poucos ‘alguns livros” -> néo faz nenhum sentido.
o Apenas ‘alguns livros” -> faz bastante sentido!

o CONCLUSAQ: apenas ndo é um determinante!

MONOTONICIDADE: aumentar ou diminuir o “tamanho” de B em Qx (A(x), B(x)).

e Mondtono Crescente: Se Q(A, B) e vocé aumenta B para um conjunto maior B’, entédo
Q(A, B).

¢ Q é monotono crescente se para todo A, B e B’ o argumento seguinte € valido:
o Qx (A(x), B(x))
o Vx(B(x) > B’(x))
o Qx (A(x), B'(x))

o Teste para Monétono Crescente: Q € monotono crescente se e somente se o seguinte
argumento é valido:
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o Q cubo(s) é (sdo) pequenos e estdo na mesma linha que c.
o Q cubo(s) é (sao) pequenos.

Monétono Decrescente: Se Q(A, B') e vocé diminui B® para um conjunto menor B, entéo
Q(A, B).

Q é monotono decrescente se para todo A, B" e B o argumento seguinte é valido:
o Qx (A(x), B'(x))
o Vx(B(x) 2> B'(x))
o Qx (A(x), B(x))

Teste para Monétono Decrescente: Q é mondtono decrescente se e somente se o seguinte
argumento é valido:

o Q cubo(s) é (sao) pequenos.
o Q cubo(s) é (sdo) pequenos e estdo na mesma linha que c.

Ver tabela 14.1, p 391 sobre a monotonicidade de quantificadores.

Ha alguns determinantes (ver tabela) que simplesmente ndo sdo mondtonos, nem crescentes nem

decrescentes: (exatamente dois, todos menos um,...)

PERSISTENCIA: aumentar ou diminuir o “tamanho” de A em Qx (A(x), B(x)).

Persisténcia: Se Q(A, B) e vocé aumenta A para um conjunto maior A", entdo
Q(A’, B).

Q é persistente se para todo A, A" e B o argumento seguinte é valido:
o Qx (A(x), B(x))
o VX (A(X) 2 A’(x))
o Qx (A’(x), B(x))

Teste para a Persisténcia: Q é persistente se e somente se o0 seguinte argumento é valido:

o Q cubo(s) pequeno(s) estdo a esquerda de b.
o Q cubo(s) estdo a esquerda de b.

Anti-Persisténcia: Se Q(A’, B) e vocé diminui A’ para um conjunto menor A, entéo
Q(A, B).

Q é anti-persistente se para todo A’, A e B o argumento seguinte é valido:
o Qx (A'(x), B(x))
o VX (A(x) 2> A’(x))
o Qx (A(x), B(x))

Teste para a Anti-Persisténcia: Q é anti-persistente se e somente se o seguinte argumento é
valido:
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o Q cubo(s) estdo a esquerda de b.
o Q cubo(s) pequeno(s) estao a esquerda de b.
e Ver tabela 14.2, p 393 sobre a persisténcia e anti-persisténcia de quantificadores.

e Varios determinantes (ver tabela) simplesmente ndo sdo nem persistentes nem anti-persistentes:
(exatamente dois, todos menos um, muitos,...)

ARGUMENTOS DO DIA A DIA

e Monotonicidade e persisténcia sao propriedades muitissimo usadas em argumentos do dia a dia.
e Seu pai quer te convencer a assumir a fazenda da familia ao invés de ser ator. Veja o argumento.

o Vocé quer ser rico, certo? Bem, de acordo com esta pesquisa poucos atores tém
salarios acima da faixa oficial de pobreza. Logo, poucos atores sao ricos.

o O argumento do seu pai depende do fato de que poucos é mono6tono decrescente.

¢ Nos argumentos do cotidiano e em linguagem natural, os determinantes sdo muito comuns!

AULA 8

LPL 14.6: Outras Limitagdes Expressivas da Légica de Primeira Ordem

¢ A quantificagdo generalizada é uma resposta a uma limitagao expressiva de FOL e,
consequentemente, a sua inabilidade em esclarecer toda a logica inerente as linguagens naturais
(como portugués).

e Mas ainda ha muitas outras limitagbes. Vejamos, a titulo de exemplo, apenas algumas delas.

QUANTIFICACAO DE TRES LUGARES

e Considere as seguintes sentencas:
o Mais cubos do que tetraedros estdo na mesma linha do que c.
o Ha o dobro de cubos que de tetraedros na mesma coluna de f.
o Nao tantos tetraedros quanto dodecaedros sao grandes.

e As expressdes em destaque envolvem duas expressdes nominais (substantivos) e uma expresséo
verbal para formar sentengas que comparam relagdes quantitativas.

e As técnicas de quantificagdo generalizada que vimos na seg¢ao 14.4 podem ser estendidas para
permitir a formalizagao deste tipo de sentenca.

e Para isso precisariamos adicionar quantificadores de tres lugares: Qx (A(x), B(x), C(x))

o Mais x (A(x), B(x), C(x)) - “Mais As do que Bs sdo Cs.

15



PLURAIS

¢ As seguintes sentengas em portugués tém significado diferentes:

o Os garotos discutiram com o professor

o Cada garoto discutiu com o professor

e Na primeira ha uma sugestao mais forte de que houve uma unica discussao entre um grupo de
garotos e o professor. Na sequnda ha uma sugestdo mais forte de que houve varias discussoes
entre o professor e cada um dos garotos.

e Em FOL néo ha frases nominais (substantivos) no plural!

O

Nao conseguimos distinguir uma unica acao efetuada por um grupo de individuos de
diversas agdes que cada um dos individuos do grupo efetuou.

Repare que nem a conjuncéo nem o quantificador universal resolvem. Continua sendo
cada aluno com o professor. NAO HA PLURAL em FOL.

TEMPORALIDADE

e FOL assume um dominio atemporal de rela¢des imutaveis.

e Ja em portugués podemos explorar nossa localizagao no espaco e no tempo para dizer coisas
sobre o presente, o passado e os locais a nossa volta.

O

(@)

Em FOL é bastante complicado dizer que esta quente hoje, aqui, mas ontem estava
frio.

Para fazer isso € preciso permitir quantificadores sobre instantes de tempo e
localidades, além de enriquecer nossas proposi¢coes atdbmicas para tratar destes
“objetos”.

MODALIDADE

e Ha uma rica estrutura modal nas linguagens naturais que nos permite ndo apenas dizer como as
coisas sao, mas também, como elas...

(@)

O

O

O

O

devem ser
poderiam ser
nao podem ser
deveriam ser

seriam se tivéssemos feito TAL e TAL coisa

e As sentencas de FOL, por sua vez, apenas dizem como as coisas sao.

e Em portugués podemos dizer coisas como abaixo. Em FOL nao:

O

O

Joaquim poderia estar morto.

Manuel ndo deveria ter se matriculado em Topicos de Logica lll.
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EXTENSOES DA LOGICA CLASSICA

e Para todos estes casos acima, existem extensdes da logica classica que os tratam.

e Primeiramente enriquece-se a linguagem FOL para suplantar as limitagbes expressivas e, em
seguida, estuda-se as novas propriedades logicas desta linguagem enriquecida.

e Assim, temos:
o As Logicas da Quantificagcdo Generalizada;
o Logicas Temporais;
o Logicas Modais;

o eftc, etc, etc,...

¢ No entanto, € preciso salientar que, ja ha bastante tempo estuda-se extensdes da ldgica classica

e, até agora, nenhuma destas extensdes tornou-se corrente (hegemonicamente aceita).

DIFERENCA ENTRE EXTENSOES DA LOGICA CLASSICA E LOGICAS NAO-CLASSICAS

e E importante destacar uma diferenga importante:

o EXTENSOES DA LOGICA CLASSICA: uma coisa é ampliar o poder expressivo de
FOL e estender a logica classica para estudarmos as propriedades légicas de
sentencas inefaveis em FOL.

» Légica da Quantificagdo Generalizada, Légicas Temporais, Logicas
Modais,...

o LOGICAS NAO-CLASSICAS: outra coisa é questionarmos alguns dos principios
basicos da légica classica que sao expressaveis em FOL e estudarmos como seria a
l6gica sem alguns destes principios. Estas logicas ndo s&o extensées, mas reducdes
da légica classica.

= Ldgicas Intuicionistas (n&o admitem o terceiro excluido A v —A).
= Logicas Paraconsistentes (ndo admitem a trivializacdo: A, -A — B)
= Logicas Quénticas (ndo admitem que a = a)

= efc, etc, etc, ...
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