Teorema da Completude para a Logica Proposicional

Baseado no Capitulo 17 do LPL

Algumas Notacoes e Definicoes

e A notacio Fr designa a parte do sistema F que utiliza apenas as regras de introducio e
eliminacdo para os conectivos A, V, =, =, <> e L.

e VALORACAQ: ¢ uma funcio /4 que atribui a cada sentenca atomica da linguagem um valor T

ou F.

o h é uma funcio que atribui elementos do conjunto {T, F} aos elementos do conjunto
de todas as sentencas atdmicas da linguagem.

o Dada uma sentencas atdmica A qualquer, A#(A) denota o valor de verdade (T ou F)
que a funcdo A atribuia A.

o Se imaginarmos uma enorme tabela de verdade, com todas as sentencas atdmicas da
linguagem em suas colunas de referéncia, cada 4 sera uma linha desta tabela de
verdade.

o Podemos estender cada /4 a uma funcido & que atribui valores de verdade (T ou F) a
todas as sentencas da linguagem (atdmicas ou complexas) da seguinte forma:

= A(Q) = h(Q) — para todas as sentencas atdbmicas Q.
= A(~Q)=T = Q) =F.
* QAR =T < Q=T e AR =T.
* (QVR =T < AQ=T ou AR)=T.
* Q>R =T < AQ=F ou AR)=T.
h(

QeR=T < HAQ-=iR).

o Note que a extensio & de h representa a formalizacio em linguagem matematica das
regras para a construcido das tabelas de verdade.

o Note também que a definicio de valoracio é indutiva, onde /& representa a clausula
basica e & as clausulas indutivas.

e Usaremos a notacio A(Al) =T para indicar que a valoracio /& torna verdadeiras todas as
sentencas de T'.

e Vamos agora utilizar a nocdo de valoracdo para reapresentar formalmente algumas nocoes que ja
conhecemos:

e TAUTOLOGIA: S ¢ uma tautologia se e somente se, para toda valoracio A, A(S)=T.
e CONSEQUENCIA TAUTOLOGICA: S ¢ consegiiéncia tautolégica de um conjunto de sentencas

I' se e somente se toda valoracio & que torna verdadeiras todas as sentencas de I', também
torna S verdadeira.

e Usaremos a notacdo I’ |=.|. S para indicar que S ¢ consequiéncia tautoldgica de T, e a notacio

|——=|. S para indicar que S ¢ uma tautologia.

o Com nossas novas notacoes, as definicoes de conseqiiéncia tautoldgica e tautologia
ficam:



» consegiiéncia tautoldgica: F|=TS: S YihAD =T = AS)=T).

= tautologia: |5 S: < VA AS)=T.
e TT-SATISFATIVEL:

o Asentenca S ¢ tesatisfativel se ha pelo menos uma valoracio /4 tal que A(S)=T.

o O conjunto de sentencas I' ¢é ttsatisfativel se ha pelo menos uma valoracio £ tal que

hAT) =T.

o Analogamente, dizemos que S ¢ ttinsatisfativel quando ndo ha valoracio £ tal que

h(S)=T.

o Também analogamente, T ¢ ttinsatisfativel quando nao ha valoracio 4 tal que A(AT)

=T.

e Antes de partirmos para o Teorema da Completude, vamos enunciar e provar uma proposicio
sobre os conceitos que acabamos de redefinir.

Proposicao 1
S ¢ conseqiiéncia tautolédgica de T' (I |=T S) se e somente se o conjunto I' U {7S} for tt-

insatisfativel.

PROVA:

e (=) Assuma que I' |=.|. S. (temos que provar que I' U {7S} ndo ¢ ttsatisfativel (ou seja, é tt-

insatisfativel))
e Seja & uma valoracio qualquer.
e Como I’ |=T S, entio, pela definicio de conseqiiéncia tautologica, AAD) =T = AS)=T.
e Logo, H(AI) =T = h(7S)=F. (pela definicio de valoracio aplicada a =)
e DPortanto, para toda valoracio #, AAD) =T = A(~S)=F
e Logo, pela definicio de ttsatisfatibilidade, I"\U {7S} ¢ tt-insatisfativel.
e (&) Assuma que I' U {7S} ¢ ttinsatisfativel. (temos que provar que T’ "_’r S).
e Como I'U({7S} ¢ ttinsatisfativel, entdo ndo hd valoracio 4 tal que AAD) =T e A(S)=T.
e Assim, para toda valoracio 4, AAD) =T = A(-S)=F.
e Logo, Vh h(AD)=T = AS)=T.

e Entio, pela definicio de conseqiiéncia tautoldgica, I’ |=.|. S. ¢

e Antes do Teorema da Completude, uma ultima notacio. Usaremos a notacio I' |—T S para

expressar que ha uma prova formal da sentenca S no sistema Fr cujas premissas sdo todas
sentencas do conjunto TI'.

o Naio estamos assumindo que todas as sentencas de I' sdo, de fato, utilizadas na prova.
Por exemplo, I poderia ser um conjunto infinito de sentencas enquanto que apenas
um numero finito de suas sentencas pode ser usado em qualquer prova.

o Note quese I' |—T S e I'cI”, entio é claro que I” |—T S.




Teorema da Completude Proposicional (Completude de F7)

Se uma sentenca S ¢ conseqiiéncia tautolégica de um conjunto I' de sentencas, entio I’ l—T S.

e Antes de provar este teorema, provaremos o seguinte lema, que nos auxiliara na prova principal.

Lema2. 1 u{"S) |—TJ_ se e somente se I I—T S.

PROVA:

e (=) Assuma que I' U (7S} I—T L, isto ¢, ha uma provade L tendo 7S e certas sentencas Py, ...,

P, de I' como premissas.

e Podemos supor que esta prova tem o seguinte formato:

Py

P)?
-S

L
e Note que podemos usar esta prova para construir a seguinte prova de S a partir de Py, ..., Py

Py

P)I

-5

L
_|_|S
S

e Esta prova formal mostra, como queriamos, que T’ I—T S.

o (<) Assumaque T |—T S, isto ¢, hd uma prova de S tendo certas sentencas Py, ..., Py, de T

como premissas.

e Podemos supor que esta prova tem o seguinte formato:
P,
Pl’n
S
e Note que podemos utilizar esta prova para, acrescentando 7S como premissa, produzir a seguinte
prova:




e Esta prova formal mostra, como queriamos, que I" U {7S} I—T L e

DEFINICAO: Conjunto de Sentengas Formalmente Consistente

e Diremos que um conjunto de sentencas ' é formalmente consistente se e somente se I’ |74|.J_.

o Ouseja, I' ¢ formalmente consistente se e somente se ndo ha prova do L em Fr
tendo apenas sentencas de I como premissas.

e Podemos agora enunciar o seguinte teorema, que é equivalente ao Teorema da Completude:

Teorema da Completude de F; (Nova Formulagao)

Todo conjunto de sentencas formalmente consistente é TT-satisfativel.

e Mas espere um pouco! Qual a ligacio das duas formulacoes do Teorema da Completude? Elas sdo
mesmo equivalentes! Sdio sim, mas antes de prosseguirmos, temos que entender isso em detalhes.

e Vamos relembrar a Proposicdo 1 e o Lema 2 que demonstramos acima.
o PROP1: T |——=|. S & T'u{7S} nio é TT-satisfativel.
o LEMA2: T |—T S & T'u {7S} nio é formalmente consistente.

e Reparem como sio proximos estes dois resultados. O Lema 2 ¢ a contrapartida sintdtica da Prop 1,
que é semdntica. Eles mostram que em um sistema correto e completo ha uma relacio bastante
forte entre a nocio semantica de satisfatibilidade e a nocio sintatica de consisténcia formal.

e Utilizaremos estes resultados para provar que os dois enunciados do Teorema da Completude sio,
de fato, equivalentes.

Sejam I' e S, respectivamente, um conjunto de sentencas e uma sentenca arbitrarios de FOL.

1) r |=.|. S = T |—T S e (1° enunciado da completude de F7)
(2) T |74|. S => T |;é|. S et nes (contrapositiva em 1)
3) T |74|. S = T U{1S} é TT-satisfatiVel ..eeeeveveerereeeeeeeeireeeererrnneens (contrapositiva da Prop 1 em 2)
(4) T' U {7S} ¢ form. consistente = T (7S} ¢ ttsatisfativel ....... (contrapositiva do Lema 2 em 3)
(5) Todo conjunto de sentencas formalmente consistente é TT-satisfativel ............. (generalizacio em 4)'

' Note que como I e S foram escolhidos arbitrariamente, e nenhuma caracteristica especifica deles foi utilizada nos
passos acima, entdo, podemos aplicar a generaliza¢do universal em (4), obtendo em (5) o segundo enunciado da
completude proposicional.




e Repare que (1), o primeiro enunciado da completude é equivalente a (5), o segundo enunciado do
Teorema da Completude. A prova acima funciona nos dois sentidos, de cima para baixo e de baixo
para cima.

e Antes de apresentar a prova completa da completude proposicional, vamos fazer um esboco dela
para facilitar a compreensdo. Depois de entendido o esboco, detalharemos todos os passos da
prova.

Esboco da Prova do Teorema da Completude Proposicional (de F7)
e COMPLETUDE DE CONJUNTOS FORMALMENTE COMPLETOS

o Inicialmente provaremos que o teorema ¢ véilido para conjuntos formalmente

consistentes com uma propriedade adicional conhecida como completude formal.

o Um conjunto I' ¢ formalmente completo se para toda sentenca S, ou I' l_T S ou

| -S.

o ESTENTENDO CONJUNTOS FORMALMENTE CONSISTENTES A FORMALMENTE
COMPLETOS

o Tendo provado que todo conjunto formalmente consistente e formalmente completo
¢ ttsatisfativel, provaremos que todo conjunto formalmente consistente pode ser
expandido para um conjunto que seja formalmente consistente e formalmente
completo.

e JUNTANDO AS COISAS

o O fato de que o conjunto expandido ¢ tt-satisfativel garantira que o conjunto original
também é.

o Isso porque uma valoracio que satisfaca (torne verdadeira todas as sentencas) o
conjunto maior, satisfard também o conjunto original, que ¢ um subconjunto do
conjunto expandido.

e Vamos agora detalhar estes passos!

PASSO 1: Completude para Conjuntos de Sentengcas Formalmente
Completos

e Para provar que todo conjunto de sentencas formalmente consistente e formalmente completo ¢é tt-
satisfativel, o seguinte lema ¢ crucial.

Lema 3
Seja I' um conjunto de sentencas formalmente consistente e formalmente completo, e sejam R e S
sentencas quaisquer da linguagem:

(1) TE(RAS) o TkR e T'kS

2) TR(RvS) & TkKR ou I'lsS

3) I'k-s o TS

4 TE(R->S) & TKR ou IS

5) Th(ReS) © (kR eTI'kkS) ou (TKER e T'I£S)




PROVA:

(Item 1=)

e Assuma como hipoétese que I’ I—T (RAS).

e Isto ¢, ha uma provade RA S tendo certas sentencas Py, ..., P, de T' como premissas.
e Podemos supor que esta prova tem o seguinte formato:

P,

P,

RAS
e Esta prova pode ser transformada facilmente tanto em uma prova de R quanto em uma prova de
S, bastando para isso que acrescentemos uma regra AElim ao final. Veja:

P P
P, :1 P, :‘
. P” . Pn
P, — = e P, —
: RAS : RAS
RAS RA RAS SA

e E isto completa a prova do Item 1=.
(Item 1<)
e Assuma como hipdtese que T’ I—T R eI l—T S.

e Entdo, ha provasde R e S tendo como premissas sentencas de T'.

e O que temos que fazer ¢ juntar estas duas provas em uma so e aplicar a regra AlNtro para

construir uma prova de R A S. Veja como:
Py

Pl Ql P”
. Qq

Juntando P, com Q. obtemos e

S
RAS

e DPara construir esta prova, basta copiar as duas anteriores em uma so, tomando cuidado de corrigir

os indices das sentencas citadas e, ao final, aplicar Alntro a R e S.
e E isto finaliza o Item 1<=.

(Item 2=)



e Assuma como hipotese que I’ I—T (RvS).
e (@) Objetivando fazer uma prova por contradicio, assuma que I’ H. Rerl H. S.

e Como uma das hipdteses do lema é que T" ¢ formalmente completo, entio, de (a) se segue que

Fl—T"R e Fl—.l."S.

e Isso significa que temos duas provas formais ps e p2 tendo sentencas de I" como premissas tais
que ps tem 7R como conclusio e p2 tem 7S como conclusio.

e Entio, do mesmo modo que fizemos no Item 1<, podemos juntar ps e P2 em uma Unica prova
P3 e, ao final, aplicar a regra Alntro obtendo como conclusio "R A S.

e Agora, podemos juntar P3 com a prova de uma das versdes de DeMorgan e obter uma nova prova
P4 que tem como conclusio (R v S).

e Isso mostra que I' |—T “(RvS).
e Mas lembre-se que partimos da hipdtese inicial que T’ |—T (RvS).

e Novamente, se juntarmos essas duas provas, podemos construir uma prova Ps em que a
conclusio ¢ L, justificada pela regra Llntro em 7(Rv S) e (Rv S).

e I[sto significa que I |—TJ_. Ou seja, I' é formalmente inconsistente.

e Mas note que isto é uma contradicio com a hipotese do lema que assegura que I' é formalmente
consistente.

e DPortanto, descartamos a hipotese do absurdo (@) e concluimos que T |—T RouTl I—T S.

(Item 2<)

e Assuma como hipdtese que I' I—T R ouT |—T S.

e Seja qual for o caso ¢é trivial transformar a provade R oude S em uma prova de R v S. Basta
acrescentar a sentenca R v S justificando-a pela regra vintro.

(Outros Itens)

e As provas dos outros itens sao similares as dos itens 1 e 2. Deixamo-las como exercicios.

Proposicéao 4
Todo conjunto de sentencas formalmente consistente e formalmente completo € ttsatisfativel.

PROVA:

e DPara provar a Proposicdo 4 temos que mostrar que dado um conjunto I'" de sentencas que seja
formalmente consistente e formalmente completo, ha uma valoracio /4 que torna verdadeiras
todas as sentencas de T

e Definimos a atribuicio de valores de verdade % a sentencas atdmicas da linguagem da seguinte
forma. Para toda sentenca atomica A:

(0) Se T |—T A entio A(A)=T. Caso contrario, #(A)=F.

o Com base em /4, avaloracio & atribui valores de verdade T ou F para todas as
sentencas da linguagem (sejam elas atdmicas ou complexas).

e Sobre A vamos provar que:




(1) Paratodasentenca S, A(S)=T sse T |—TS.

e Se provarmos (1), entio saberemos que / torna verdadeiras todas as sentencas provéveis a partir
de T'. Mas é claro que todas as sentencas de I' sdo provéveis a partir de I" (por reiteracio!).
Portanto provar (1) garante que a valoracio / torna verdadeiras todas as sentencas de I'. Logo,
sob a hipotese (1), T ¢é tt-satisfativel.

e Portanto, para provar a Proposicdo 4, basta provarmos (1).

e [PROVA de (1)] - (faremos por inducio na definicio de wff)

e BASE: (temos que provar: para toda sentenca atdmica S, #(S)=T < T |—T S) - lembrese que

I ¢ um conjunto de sentencas formalmente consistente e formalmente completo qualquer.
e Note que o caso bésico é garantido pela propria definicio de / [proposicio (0) acimal.
e PASSO-A-PASSO:

o HI (Hipotese Indutiva): sejam R e S sentencas (wffs) para as quais a proposicio
(1) é verdadeira. Ou seja: A(S)=T < T I—T S e WR)=T T I—T R.

o Temos que provar que (1) também vale para (R A S), (Rv S), (R—> S), (R & S),
“R.

e Todos estes casos se seguem facilmente a partir do Lema 3. Consideremos, como exemplo, o caso
da disjuncio.

e Drecisamos provar que A(RvS)=T < T (RvS).
o (=) Assumaque Z(RvS)=T
o Entio, pela definicio de valoracio, A(R)=T ou A(S)=T.
o Se A(R) =T, por Hl sabemos que I’ |z R.

o Entdo basta acrescentar a prova de R aregra vIntro para termos uma prova de (R

v S) apartirde I'. Logo, temos: I" I—T (RvS).
o Se h(S) =T, por HI sabemos que T’ I—T S e o caso ¢ andlogo ao anterior.
o Portanto, seja qual for o caso, T’ |—T (RvS).
o (&) Assumaque I' |—T (RvS)
o Pelo Lema 3 sabemos, entio, que I' |—T R ou T |—T S.

o Se Tl |—T R, por Hl sabemos que A(R) = T. Logo, pela definicio de valoracio,
HRvS)=T.

o Analogamente, se T’ |—T S, por Hl sabemos que 4(S) = T. Logo, pela definicio de
valoracdo, /(R v S) =T.

o Portanto, seja qual for o caso, A(Rv S)=T.

e A prova para os outros conectivos [(R A S), (R —> S), (R < S), "R ] ¢ andloga e deixamos como
exercicio. ¢

e Apenas para reforcar o entendimento da prova, relembremos os passos que acabamos de executar:



o Primeiro provamos (na BASE) que todas as sentencas atdmicas satisfazem a
propriedade (1), ou seja, se S é atdmica, A(S)=T sse I |—T S.

o Depois provamos (no PASSO INDUTIVO) que se duas sentencas R e S quaisquer
satisfazem a propriedade (1), entdo todas as sentencas que podem ser construidas a
partir delas também satisfazem a propriedade (1). Ou seja, provamos que:

» Se(A(R) =TT Rlelh(S)=T<T |59 entio:
o hRvS)=T & Tk(RvVS).
o h(RAS)=T & TK(RAS)
o (R->S)=T & T'k((R->Y9)
o (Re&>8S)=T & I'k({ReS)
o h("R)=T < T|5("R). (0 mesmo para 7S)

o Como sabemos que todas as sentencas da linguagem de Fr ou sdo atdmicas ou sio
construidas a partir de sentencas atdmicas dos modos descritos acima, entdo nossa
prova indutiva garante que TODAS as sentencas da linguagem satisfazem a
propriedade (1), o que prova a Proposicao 4.

PASSO 2: Estendendo conjuntos formalmente consistentes quaisquer
a conjuntos formalmente completos.

e Temos agora que descobrir um modo de transformar conjuntos de sentencas formalmente
consistentes em conjuntos que sejam ambos: formalmente consistentes e formalmente completos.

e O seguinte lema ajudara bastante nesta tarefa:

Lema 5
Um conjunto I' de sentencas ¢ formalmente completo se e somente se para cada sentenca atdmica

A, T A ou Tk-A

PROVA:

e (=) Esta direcio da prova é imediata pela definicio de conjunto formalmente completo.

o Eclaro quese T' ¢ formalmente completo, entdo: T’ I—TA ou I' I—T 7A para

qualquer sentenca A, em especial para A atomica.

¢ (<) Em primeiro lugar, lembremos que dizer que um conjunto I' qualquer é formalmente
completo é dizer que para qualquer sentenca S, T’ |—T Soul I—T -S.

e Vamos entio provar este caso por generalizacio universal. Ou seja. Seja S uma sentenca arbitraria

qualquer da linguagem de Fr, provaremos que I I—T Soul I—T nS.

e Se escolhermos S arbitrariamente, entdo, por generalizacio universal provamos que para cada
sentenca da linguagem, ou I' a prova, ou I" prova sua negacio.

e Assim, para terminar a prova da Proposicio 4 temos que provar que:




O

sel |—TA ou I |—T A para qualquer sentenca atdmica A, entdo I’ |—T S ou

r |—T 7S para uma sentenca S arbitrariamente escolhida.

e Vamos fazer isso por inducdo na definicio (comprimento) desta sentenca S.

e BASE: (S ¢ sentenca atomica)

O

O

O

Sabemos, pela hipotese da volta (<) que para qualquer sentenca atomica A, " |—T A
ouTl |—T SA).

Portanto, se S ¢ atdmica, ¢ claro que T’ |—T Sou'l |—T S

Note que a base da inducio ¢ dada na propria hipotese do Lema.

e PASSO-A-PASSO: (S ¢ sentenca complexa)

O

HI (Hipétese Indutiva): para qualquer sentencas P com comprimento menor que S
(menos complexa que S), T’ I—T Poul I—T P,

Como S ¢ uma sentenca complexa, pela definicio das sentencas de FOL sabemos que
S tem uma das seguintes formas, para algum P e Q: "P, (P v Q), (P A Q), (P > Q)
ou (P & Q).

Temos entio que fazer uma prova por casos, analisando cada possibilidade para a

forma de S.

e Caso 1: S temaforma (P v Q) temos que provar que: T' |z (P v Q) ou T |5 (P v Q).

o E claro que P e Q sio ambas mais curtas que S = (P v Q). Portanto, pela hipotese de

inducio sabemos que: (F'—TR ou Fl—T"R) e (O |—TS ou FI—T"S).
Caso1.1: T xR ou I'5S)

» Pela adicio de uma regra (vIntro) podemos facilmente transformar uma
prova de S ou de R em uma prova de (R v S).

Caso0 1.2: (T |—T'IR e F|—T'|S) 2

» Aqui podemos juntar as provas de 7R e 7S para construir uma prova de
R A 7S. Ou seja, temos: T |—T R A S,

» Novamente, replicando a prova de um dos lados de DeMorgan, podemos
transformar esta prova de "R A 7S em uma de (R v S). Ou seja,

temos: I’ I—T (RvS).

Assim, seja qual for o caso, quando S tem a forma (P v Q), I |—T RvS ou
r |—T (R v S), o que completa a prova do caso 1.

e Demais Casos: os demais casos do passo indutivo, para os outros conectivos, sio similares a

este da disjuncio e deixamos como exercicio.

? Note que os Subcasos 1.1 ¢ 1.2 esgotam todas as possibilidades do Caso 1: (Av 7A) A (B v "B)) & ((Av B) v

("AAB))
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Proposicao 6

Todo conjunto formalmente consistente I" de sentencas pode ser expandido a um conjunto de

sentencas formalmente consistente e formalmente completo.

PROVA:

e Considere uma lista A, A,, A;, ..., com todas as sentencas atdmicas de nossa linguagem, na ordem
alfabética.

e Comecando com I’y =T, vamos percorrer a lista das sentencas atdmicas e criar uma lista de

conjuntos de sentencas ['}, ', T3, ..., de tal forma que cada I'; ou serd idéntico a I':—; ou serd uma
expansido de I';; definida da seguinte forma:

o Sempre que encontrarmos uma sentenca atdmica A; tal que I'i_ |74|.Al- e I'iy |74|. A,

entdo faca I'; = 'y U {A;}. Caso contrério, faca I'; = T';,.

* Qu seja: se nem A; nem 7A; forem demonstraveis a partir de I';_;, entdo
construa I'; incluindo A; em I';_;. Caso ou A; ou A, seja demonstravel a
partir de I';;, entdo I'; serd idénticoa I'r;.

Denotemos por I, 0 conjunto resultante deste processo de construcio da seqiiéncia de conjuntos
I', [, T, ... apartir da seqiiéncia de sentencas atomicas A;, A, A, ...

Note que I' € I',. Ou seja, I', ¢ uma expansio de I'. Vamos provar que I, é formalmente
consistente e formalmente completo, conforme a proposicio exige.

[, ¢ formalmente completo:

o Como percorremos todas as sentencas atdmicas na construcio de I'y, pela forma como
I, foi construido, sabemos que para qualquer sentenca atomica A;, T I—T A; ou

T |_T _'Ai.

o Portanto, pelo Lema 5, I', é formalmente completo.

I, é formalmente consistente:

o Suponha, por absurdo, que I', ndo seja formalmente consistente. Ou seja, ', |—T 1.

o Entio, sabemos que existe uma prova de L cujas premissas pertencem todas a I,
o Sabemos também, por hipotese da proposicao, que I' é formalmente consistente.

o Entido, ndo hd prova de L usando apenas as sentencas de I'. A prova de I, |—T L

certamente usa pelo menos uma sentenca atdmica A; acrescentada na construcio de
Ty

o Seja p uma prova para para [, I—T 1 e Aj asentenca atdmica de maior indice (em

nossa seqiiéncia) usada como premissa de p.

o A prova p claramente mostra que também I |—T 1

o Pode haver outras provas para I, I—T 1 que utilizam outras sentencas atdmicas como

premissas e, portanto, com indice diferente em nossa seqiiéncia, de tal modo que para
algum outro k#J, 'y I—T 1

o No entanto, como I' é formalmente consistente, hd certamente um indice minimo i

(>0 talquel s L e I AL
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o Entdo, I';.; ¢é formalmente consistente e I'; nio é.

o (*) Portanto, I'; # I';_;. Assim, pelo processo de construcao descrito acima, sabemos que

=T U{AL

o Como I'j ndo ¢ formalmente consistente, I'; I—T 1 e, portanto, I';; U {A} I—T 1.

o MasseI'; U {A} |—T 1, entdo, ¢é facil ver que I'r_; U {77A} I—T 1.

o MasseI'; U {"A} |—T 1, entdo, pelo Lema 2, T';, |—T A,

o Massel'; l—T 7A,, entdo, pelo processo de construcio de I'y, I'; =T, 0 que € uma
contradicdo com (*) acima, onde vimos que I'; #';_;.

o Portanto, descartamos a hipotese do absurdo de que I',, ndo seja formalmente
consistente e concluimos que I', é formalmente consistente.

e DPortanto, I', é formalmente consistente e formalmente completo. 4

PASSO 3: Juntando as Coisas

e Vamos agora apenas colocar tudo o que fizemos até aqui junto e fazermos a prova do Teorema da

Completude para Fr.

Teorema da Completude Proposicional (Completude de F7)
(Enunciado 1) Tk S = I'|5 S.

(Enunciado 2) Todo conjunto de sentencas formalmente consistente ¢ TT-satisfativel.

PROVA:

e Faremos a prova do enunciado 2, que é uma simples aplicacio das proposicoes 4 e 6 demonstradas
acima. Em seguida, faremos também a do enunciado 1.

(Enunciado 2)
e Seja [ um conjunto de sentencas formalmente consistente.

e A Proposicdo 6 garante que podemos expandir I' para um conjunto I', formalmente consistente e
formalmente completo.

o A Proposicdo 4 garante que I'y, ¢é ttsatisfativel. Mas como I' € T, entdo a mesma valoracdo que
satisfaz ', também satisfaz T.

e DPortanto, I' é ttsatisfativel.
(Enunciado 1)

e Provaremos a contrapositiva do enunciado 1: (I’ H. S=>T H. S).
e Suponha que I |7.‘|. S.

e Entio, pela contrapositiva do Lema2, I" U {7S} |7§.J_, ou seja, I' U {7S} ¢ formalmente
consistente.
e Assim, pela Proposicdo 6, I' U {7S} pode ser expandido a um conjunto I', (I" U {7S} = T'y)

formalmente consistente e formalmente completo. Pela Proposicdo 4 Ty, é tt-satisfativel.
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e Como ' U (7S} c Iy, entdo a mesma valoracio & que satisfaz 'y, também satisfaz ' U {7S}.

e Entio % torna todas as sentencas de I" verdadeiras e S falsa. Na notacio formalizada isso é
expresso por: A(AD)=T e A(S)=F.

e Ouseja, I |9.£|. S. ¢
e Os teoremas da Completude e da Correcio, este ultimo provado no Capitulo 8, costumam na

literatura ser enunciados conjuntamente sob o rotulo de Teorema da Completude, da seguinte
forma:

Teorema da Completude Proposicional (Junto com a Correc¢ao)
(Enunciado 1) Tk S  T'ls S.

(Enunciado 2) Para qualquer conjunto I" de sentencas, I' é formalmente consistente sse é TT-
satisfativel.

e Repare que quando I' =&, um caso particular do Enunciado 1 do Teorema da Completude ¢ o
seguinte teorema, conhecido como Teorema da Completude Fraca. Por contraste, o Enunciado 1
acima do Teorema da Completude proposicional é conhecido como Completude Forte.

Teorema da Completude Proposicional Fraca

|=.|. S & |—T S. [Em palavras: S ¢ tautologia se e somente se ha uma prova de S sem premissas

em Fr.]

COROLARIO: Compacidade

e Ha um corolario do Teorema da Completude bastante interessante e logicamente importante,

conhecido como Teorema da Compacidade.

Teorema da Compacidade (para a Légica Proposicional [F])
Seja I' um conjunto qualquer de sentencas da logica proposicional. Se todo subconjunto finito de

for ttsatisfativel, entdo o proprio I' ¢é ttsatisfativel.

r

PROVA:
e DProvaremos a forma contrapositiva do teorema:

o Se I' é tt-insatisfativel, entio I' tem um subconjunto finito que também & tt-
insatisfativel.

e Assuma, por hipotese, que I' nio ¢ ttsatisfativel (ou seja, I' ¢é tt-insatisfativel).

e Entio, pela contrapositiva do Teorema da Completude, I' ndo é formalmente consistente.
e Quseja: T’ |—T 1.

e Seja Py, ..., P, as premissas de I presentes em uma prova de L.

e Como Py, ..., P, sdo as premissas de uma prova, que ¢ um objeto finito, {P, ..., P,} ¢ um
conjunto finito.

e Além disso, temos: {Py, ..., P,} |—TJ_, ou seja, {Py, ..., P,} nio é formalmente consistente.
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e Logo, pela contrapositiva do Teorema da Correcdo (veremos a prova abaixo), {Py, ..., P,} é tt-
insatisfativel.

e Qu seja, I' tem um subconjunto finito ({Py, ..., P,}) que nio ¢ satisfativel, o que termina a prova do
teorema. ¢

APENDICE - REAPRESENTANDO O TEOREMA DA CORREGAO

Teorema da Correcao
(Enunciado 1) TS = T'kS

(Enunciado 2) Todo conjunto de sentencas tt-satisfativel ¢ formalmente consistente.

PROVA:
(Enunciado 1)

Prova: suponha que p seja uma prova de S a partir das premissas P, ..., P,, todasem T,
construida no sistema formal Fr. Vamos mostrar que a seguinte afirmacio ¢ verdadeira:

(1) Qualquer sentenca que ocorra em qualquer passo na prova P ¢ uma conseqiiéncia
tautoldgica das suposicoes em vigor naquele passo.

[sto se aplica ndo apenas as sentencas no nivel principal de p, mas também as sentencas que
ocorrem nas subprovas, nio importando quio profundamente aninhadas elas sejam. As
suposicoes em vigor em um dado passo sempre incluem as premissas principais, mas se estamos
lidando com um passo interno a subprovas aninhadas, estio em vigor, também, todas as
suposicoes destas subprovas.

O teorema da correcdo é conseqiiéncia da afirmacio (1) porque se S esta no nivel principal de
P, entdo as Unicas suposicoes em vigor sdo as premissas Py, ..., P,. Logo, S ¢é conseqiiéncia
tautologica de Py, ..., P,.

Para provar a afirmacido (1) usaremos o método da prova por absurdo. Suponha (por absurdo)
que haja um passo em p contendo uma sentenca que ndo é uma conseqiiéncia tautologica das
suposicoes em vigor naquele passo. Chamaremos este de um passo invdlido. A idéia de nossa prova
¢ olhar para o primeiro passo invalido em p e mostrar que nenhuma das 12 regras de Fr poderia
justifica-lo. Em outras palavras, aplicaremos o método da prova por casos para mostrar que
haverd uma contradicdo, seja qual for a regra de Fr tenha sido aplicada para justificar o passo
invélido. Isso nos permitira concluir que nossa suposicio (hipotese do absurdo) [de que ha um
passo em p contendo uma sentenca que nido é conseqiiéncia tautologica das suposicdes em vigor
naquele passo] tem que ser falsa. Logo, ndo ha passos invalidos nas provas de Fr, e, portanto, Fr
¢ correto (S ¢ conseqiiéncia tautoldgica de Py, ..., Pp).

CASO 1: (—Elim) Suponha que o primeiro passo invélido justifique a sentenca R através de
uma aplicacio de (—=EIlim) as sentencas Q - R ¢ Q que ocorrem anteriormente na prova p.
Seja Aq, ..., Ak uma lista de todas as suposicdes em vigor no passo de R. Se este é um passo
invalido, R nio ¢é conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ax. Mas nds mostraremos que isso nos
leva a uma contradicio.
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Uma vez que R ¢ o primeiro passo invilido na prova p, sabemos que Q - R e Q sio ambos
passos vélidos. Ou seja, sdo conseqiiéncias tautologicas das suposicoes em vigor nestes passos. A
observacido crucial ¢ que, uma vez que Frnos permite citar sentencas apenas da prova principal
ou de subprovas cujas suposicoes estejam ainda em vigor (subprovas ainda nio fechadas), entio
nos sabemos que todas as suposicoes em vigor nos passos Q = R e Q ainda estdo em vigor no
passo R. Portanto, as suposicoes em vigor nestes dois passos estio entre as suposicoes da lista
A1, ..., Ax. Uma ilustracio pode ajudar. Suponha que nossa prova tenha a seguinte forma:

As

Deve estar claro que as restricoes a citacdes de passos anteriores em provas garantem que todas as
suposicdes em vigor nos passos citados continuam em vigor no passo contendo R. No exemplo
mostrado, a suposicio Aq estd em vigor no passo contendo Q — R, as suposicdes A1 e A
estio em vigor no passo contendo Q, e as suposicoes A4, Ay e Az estdo em vigor no passo
contendo R.

Suponha agora que construamos uma tabela de verdade conjunta para as sentencas Aq, ..., Ak
Q,

Q > R e R. Devido a hipotese que assumimos de que R ¢ um passo invalido (hipotese do
absurdo), deve haver uma linha h nesta tabela na qual Aq, ..., Ax sejam todas verdadeiras, mas R
seja falsa. No entanto, uma vez que Q e Q = R sdo conseqiiéncias tautoldgicas de Aq, ..., Ak,
ambas estas sentencas sdo verdadeiras na linha h. Mas isto contradiz a tabela de verdade para —,
pois sabemos que se Q e Q — R sido verdadeiras, nio ¢ possivel que R seja falsa (Q
verdadeira e R falsa tornariam Q = R falsa !!)

Ou seja, chegamos a uma contradicio. Logo, ndo ¢é possivel que a regra que justifique o primeiro
passo invalido de uma prova p seja a regra (—=Elim). Para terminar a prova temos que fazer casos
semelhantes para todas as outras 11 regras formais de Fr. Nao faremos isso. Provaremos mais
dois casos e deixaremos os demais como exercicio.

CASO 2: (—Intro) Suponha que o primeiro passo invalido derive a sentenca Q — R a partir
de uma aplicacio da regra (—=Intro) citando uma subprova anterior cuja suposicio ¢ Q e a
conclusio ¢ R.
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Q—R
Novamente, considere Aq, ..., Ax como as suposicdes em vigor no passo Q — R. Note que as
suposicdes em vigor no passo R sdo Aq, ..., Ak e Q. Uma vez que o passo R ocorre antes do
primeiro passo invalido, (a) R deve ser uma conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ax e Q.
Suponha que tenhamos construido uma tabela de verdade conjunta para as sentencas A, ..., Ag,

Q, Q>R e R Como Q —> R ¢ o primeiro passo invilido na prova p, ele nio ¢
consequiéncia tautologica das suposicdes em vigor. Portanto, deve haver uma linha h nesta tabela
onde Aq, ..., A sejam todas verdadeiras, mas Q —> R seja falsa. Como Q — R ¢ falsa nesta
linha, entio Q tem que ser verdadeira e R falsa. Mas isto contradiz nossa observacio (a) do
paragrafo acima, de que R ¢ uma conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ak e Q. Novamente, nio
¢ possivel que a regra que justifique o primeiro passo invdlido de uma prova p seja a regra
(—Intro).

CASO 3: (LElim) Suponha que o primeiro passo invalido em p derive a sentenca Q a partir de
1. Uma vez que este é o primeiro passo invalido, L deve ser uma conseqiiéncia tautologica das
suposicoes em vigor no passo de L. Devido as mesmas consideracoes feitas no primeiro caso, as
suposicdes em vigor par L continuam em vigor para Q. Entio, como L ocorre antes do
primeiro passo invalido, L ¢ uma conseqiiéncia tautologica das suposicoes Aq, ..., Ax em vigor
no passo Q. Mas isso s6 ocorre se Aq, ..., Ak forem TT-contraditérias. Em outras palavras, nio
nenhuma linha em uma tabela de verdade conjunta para Ay, ..., Ax em que Aq, ..., Ax sejam
todas verdadeiras. Mas entio, Q ¢ vacuamente uma conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ax. E
isso contradiz a suposicio do caso 3, de que Q ¢ o primeiro passo invalido de p. Portanto,
também nio ¢ possivel que a regra que justifique o primeiro passo invilido de uma prova p seja

(LElim).

CASOS das demais regras: Vimos trés 3 casos das 12 regras. Os demais casos sdo similares a
estes e, portanto, deixamo-los como exercicios.

Como em todos os 12 casos uma contradicio ¢ demonstrada, podemos concluir que nossa
suposicio original (hipotese do absurdo), de que ¢é possivel uma prova em Fr conter um passo
invilido deve ser falsa. Isto finaliza a prova da correcio. ¢

(Enunciado 2)

e Vamos provar a contrapositiva do Enunciado 2: todo conjunto formalmente inconsistente ¢ tt-
insatisfativel.

e Seja [ um conjunto de sentencas formalmente inconsistente.

16



e Entio, '|5L.
e Seja p; uma prova de L a partir de premissas de T.

e Dada uma sentenca S qualquer, ¢ facil transformar p; em duas provas diferentes, p, e p;, de
S e 7S respectivamente, bastando para isso utilizarmos a regra LElim para em p, concluir S
eem pP; concluir 7S.

e Entio temos: I’ |—T SerT I—T -S.
e (a) Assim, pelo Enunciado 1 do Teorema da Correcio temos: I’ |=.|. SeTl |=.|. aS,

e (b) Suponha agora, por absurdo, que I' seja tt-satisfativel.
e Seja 4 uma valoracio que satisfaz T’

e Dor (a) sabemos que A(S)=T e A(0S)=T, o que é uma contradicio com a definicio de
valoracio.

e Logo, descartamos a hipdtese do absurdo () e concluimos que I’ é tt-insatisfativel. ¢

Teorema da Correcao
(Enunciado 1) 'l=S = T'kS

(Enunciado 2) Todo conjunto de sentencas tt-satisfativel é formalmente consistente.

PROVA:
(Enunciado 1)

Prova: suponha que p seja uma prova de S a partir das premissas Py, ..., P,, todas em T,
construida no sistema formal Fr. Vamos mostrar que a seguinte afirmacio ¢ verdadeira:

(1) Qualquer sentenca que ocorra em qualquer passo na prova P ¢ uma conseqiiéncia tautolégica
das suposicdes em vigor naquele passo.

[sto se aplica ndo apenas as sentencas no nivel principal de p, mas também as sentencas que
ocorrem nas subprovas, ndo importando quio profundamente aninhadas elas sejam. As suposicoes
em vigor em um dado passo sempre incluem as premissas principais, mas se estamos lidando com
um passo interno a subprovas aninhadas, estio em vigor, também, todas as suposicoes destas
subprovas.

O teorema da correcio é conseqiiéncia da afirmacido (1) porque se S esta no nivel principal de p,
entio as Unicas suposicdes em vigor sio as premissas Py, .., P,. Logo, S ¢ conseqiiéncia
tautologica de Py, ..., P,.

Além disso, se {P,,..., P,} =T, entdo ¢ claro que se {Py,..., P,} |——=|. S entio T |'_T S.

Portanto, para provar o Teorema da Correcdo basta provar (1).

Faremos a prova de (1) por inducdo no comprimento da prova p de {P,,...,P,} |—T S.
BASE: a prova p de {P,,...,P,} |—T S tem 1 linha. Isso significa quené 1 e P, ¢ S.

e Neste caso, S € I'. Logo, ¢ claro que I’ |——=|. S.

PASSO: prova p de {P,...,P,} I—T S tem k linhas.
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e Para qualquer prova com menos do que & linhas

Para provar a afirmacido (1) usaremos o método da prova por absurdo. Suponha (por absurdo)
que haja um passo em p contendo uma sentenca que ndo é uma conseqiiéncia tautologica das
suposicoes em vigor naquele passo. Chamaremos este de um passo invdlido. A idéia de nossa prova
¢ olhar para o primeiro passo invalido em p e mostrar que nenhuma das 12 regras de Fr poderia
justifica-lo. Em outras palavras, aplicaremos o método da prova por casos para mostrar que
havera uma contradicio, seja qual for a regra de Fr tenha sido aplicada para justificar o passo
invélido. Isso nos permitira concluir que nossa suposicio (hipotese do absurdo) [de que ha um
passo em p contendo uma sentenca que nido é conseqiiéncia tautologica das suposicoes em vigor
naquele passo] tem que ser falsa. Logo, ndo ha passos invalidos nas provas de Fr, e, portanto, Fr
¢ correto (S ¢ conseqiiéncia tautoldgica de Py, ..., Pp).

CASO 1: (—Elim) Suponha que o primeiro passo invélido justifique a sentenca R através de
uma aplicacio de (—=EIlim) as sentencas Q - R ¢ Q que ocorrem anteriormente na prova p.
Seja Aq, ..., Ak uma lista de todas as suposicdes em vigor no passo de R. Se este é um passo
invalido, R nio ¢é conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ax. Mas nds mostraremos que isso nos
leva a uma contradicio.

Uma vez que R ¢ o primeiro passo invilido na prova p, sabemos que Q > R e Q sio ambos
passos vélidos. Ou seja, sdo conseqiiéncias tautologicas das suposicoes em vigor nestes passos. A
observacio crucial ¢ que, uma vez que Frnos permite citar sentencas apenas da prova principal
ou de subprovas cujas suposicoes estejam ainda em vigor (subprovas ainda nio fechadas), entio
nos sabemos que todas as suposicoes em vigor nos passos Q = R e Q ainda estdo em vigor no
passo R. Portanto, as suposicdes em vigor nestes dois passos estio entre as suposicoes da lista
A1, ..., Ax. Uma ilustracio pode ajudar. Suponha que nossa prova tenha a seguinte forma:

Deve estar claro que as restricoes a citacoes de passos anteriores em provas garantem que todas as
suposicdes em vigor nos passos citados continuam em vigor no passo contendo R. No exemplo
mostrado, a suposicio Aq estd em vigor no passo contendo Q — R, as suposicdes A1 e A
estio em vigor no passo contendo Q, e as suposicoes A4, A2 e Az estio em vigor no passo
contendo R.

Suponha agora que construamos uma tabela de verdade conjunta para as sentencas Aq, ..., Ak

Q,
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Q > R e R. Devido a hipotese que assumimos de que R ¢ um passo invalido (hipotese do
absurdo), deve haver uma linha h nesta tabela na qual Aq, ..., Ax sejam todas verdadeiras, mas R
seja falsa. No entanto, uma vez que Q e Q = R sdo consequiéncias tautoldgicas de Aq, ..., Ak
ambas estas sentencas sdo verdadeiras na linha h. Mas isto contradiz a tabela de verdade para —,
pois sabemos que se Q e Q — R sido verdadeiras, nio ¢ possivel que R seja falsa (Q
verdadeira e R falsa tornariam Q = R falsa !!)

Ou seja, chegamos a uma contradicdo. Logo, ndo ¢é possivel que a regra que justifique o primeiro
passo invalido de uma prova p seja a regra (—Elim). Para terminar a prova temos que fazer casos
semelhantes para todas as outras 11 regras formais de Fr. Nao faremos isso. Provaremos mais
dois casos e deixaremos os demais como exercicio.

CASO 2: (—Intro) Suponha que o primeiro passo invalido derive a sentenca Q — R a partir
de uma aplicacio da regra (—=Intro) citando uma subprova anterior cuja suposicio ¢ Q e a
conclusiao ¢ R.

R
Q—R
Novamente, considere Aq, ..., Ak como as suposicdes em vigor no passo Q — R. Note que as
suposicdes em vigor no passo R sdo Ay, ..., Ak e Q. Uma vez que o passo R ocorre antes do
primeiro passo invalido, (a) R deve ser uma conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ax e Q.
Suponha que tenhamos construido uma tabela de verdade conjunta para as sentencas Aq, ..., Ak

Q Q>R e R Como Q — R ¢ o primeiro passo invilido na prova p, ele nio ¢
conseqliéncia tautoldgica das suposicdes em vigor. Portanto, deve haver uma linha h nesta tabela
onde Aq, ..., A sejam todas verdadeiras, mas Q = R seja falsa. Como Q — R ¢ falsa nesta
linha, entio Q tem que ser verdadeira e R falsa. Mas isto contradiz nossa observacio (a) do
paragrafo acima, de que R é uma conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ak e Q. Novamente, nio
¢ possivel que a regra que justifique o primeiro passo invdlido de uma prova p seja a regra
(—Intro).

CASO 3: (LElim) Suponha que o primeiro passo invalido em p derive a sentenca Q a partir de
1. Uma vez que este é o primeiro passo invalido, L deve ser uma conseqtiéncia tautologica das
suposicoes em vigor no passo de L. Devido as mesmas consideracoes feitas no primeiro caso, as
suposicoes em vigor par L continuam em vigor para Q. Entio, como L ocorre antes do
primeiro passo invalido, L ¢ uma conseqiiéncia tautologica das suposicdes Aq, ..., Ax em vigor
no passo Q. Mas isso s ocorre se Aq, ..., Ax forem TT-contraditérias. Em outras palavras, nio
nenhuma linha em uma tabela de verdade conjunta para A1, ..., Ax em que Aq, ..., Ax sejam
todas verdadeiras. Mas entio, Q ¢ vacuamente uma conseqiiéncia tautologica de Aq, ..., Ax. E
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isso contradiz a suposicio do caso 3, de que Q ¢ o primeiro passo invalido de p. Portanto,
também nio ¢ possivel que a regra que justifique o primeiro passo invdlido de uma prova p seja

(LElim).

CASOS das demais regras: Vimos trés 3 casos das 12 regras. Os demais casos sio similares a
estes e, portanto, deixamo-los como exercicios.

Como em todos os 12 casos uma contradicio ¢ demonstrada, podemos concluir que nossa
suposicio original (hipotese do absurdo), de que é possivel uma prova em Fr conter um passo
invalido deve ser falsa. Isto finaliza a prova da correcio.
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Teorema da Corregao para a Légica de Primeira Ordem

Baseado no Capitulo 18.3 do LPL

Algumas Notacoes e Definigoes

e Dado um conjunto I' de sentencas, a notacio I’ I— S indica que ha uma prova de S a partir de
premissas em I no sistema F completo.
o Como para o caso do simbolo “ |—T ”, anotacio I’ |— S nio implica que todas as

sentencas de I' devam ser usadas na prova, mas apenas que ha uma prova de S na qual
todas as suas premissas pertencem a I'.

Proposicao 1

Sejam M, e 9N, estruturas com o mesmo dominio e cujas extensdes de predicados e nomeacoes de

constantes que ocorrem em uma wff qualquer P coincidem. Sejam g, e g, atribuicdes de variaveis
que, para as varidveis livres que ocorrem em P atribuem os mesmos objetos. Entio:

o, '= P se e somente se 9N, |= P.

Prova — feita por inducio no comprimento da wff P, é um bom exercicio para vocé verificar se
entendeu bem a definicio de satisfacio. ¢ Claro que fica como exercicio ®

Teorema da Correcgao de F

Se I' I— S, entio S ¢é uma conseqiiéncia de primeira ordem do conjunto T'.

Prova

e A prova ¢ bastante parecida com a prova da correcio de Ft (o sistema F restrito as regras
proposicionais).
e Provaremos a seguinte afirmacio que, veremos, implica o Teorema da Correcio.

(1) Qualquer sentenca que ocorra em qualquer passo de uma prova p em F é uma
conseqiéncia de primeira ordem das hipdteses em vigor naquele passo.

e Como p éumaprovade S, entio S ocorre no nivel principal de p, portanto, as suposicoes
em vigor no passo de sua obtencdo sdo apenas as premissas da prova p, todas pertencentesa I

e Além disso, como o conjunto das premissas de p ¢ subconjunto de I', entdo ¢ claro que todas as
estruturas que tornam todas as sentencas de I verdadeiras, tornam todas as premissas de p verdadeiras
e, pela afirmacido (1), também tornam S wverdadeira. Portanto se provarmos a afirmacio (1),
provamos também que S é conseqiiéncia de primeira-ordem de T'.

e Chamemos um passo qualquer em uma prova de vdlido se a sentenca deste passo for uma
consequiéncia de primeira ordem das suposicoes em vigor neste passo.

e Provaremos a afirmacdo (1), ou seja, que todos os passos da prova p sio validos, por inducdo no
numero n de passos de p.

Base: (n=1) — seja R asentenca do passo 1 da prova p.

e Neste caso, ou R ¢é uma premissa, ou se p é uma prova sem premissas, R ¢é a suposicio de uma
subprova.




o Em qualquer um destes dois casos, a Unica suposicio em vigor no passo 1 € a propria
7 .o oA . . . 1
sentenca R e, claramente, R ¢ conseqiiéncia de primeira ordem de R." Logo o
passo 1 ¢é valido.

Passo Indutivo: (n> 1) — Seja A, ..., A, a lista de todas as suposicdes em vigor no passo n.

e Hipdtese Indutiva: Todos os passos anteriores a n sdo validos, ou seja, as sentencas derivadas

nestes passos sdo conseqiiéncia de primeira ordem das suposicdes em vigor nestes passos.

e Seja R asentenca derivada no passo n. Sabemos que R foi derivada por alguma das 20 regras
do sistema F completo. Em outras palavras, ou R foi derivada pela regra (= Intro), ou (=
Elim), ou (Alntro), ...

o Ou seja, temos 20 casos para analisar. Cada um representando uma das possiveis
regras utilizadas para derivar R na prova p.

o Para cada um destes casos vamos provar que R ¢é conseqiiéncia de primeira ordem das
suposicoes (A, ..., A)) em vigor no passo n da prova p.

e Para os casos das regras proposicionais (de Ft) a prova ¢ igual aos casos da prova de correcao de Fr.
A diferenca sio os casos das regras (= Intro), (= Elim), (VIntro1), (VIntro2), (VEIlim),
(3Intro), (FEIlim).

e Vamos, no entanto, apresentar também um dos casos proposicionais, apenas para mostrar a
similaridade com a prova da correcio de Fr.

¢ CASO 1: (>Elim)

o Suponha que no passo n da prova p, asentenca R ¢ obtida através de aplicacio de
(—Elim) assentencas Q &> R e Q, que aparecem em passos anteriores j e k

(i<n e k<n) de p.
o Lembrese que A, ..., A, ¢ alista de suposicoes em vigor no passo n.

o Pela Hipotese de Inducio (HI) sabemos que tanto Q - R quanto Q sdo ambas
obtidas em passos wdlidos e, portanto, sio conseqiiéncias de primeira ordem das
suposicoes em vigor nestes passos.

o Além disso, como F permite que citemos apenas as sentencas da prova principal ou
em subprovas cujas suposicoes continuem em vigor (subprovas ainda nio finalizadas),
entio sabemos que todas as suposicdes em vigor nos passos de Q - R e Q ainda
estdo em vigor no passo de R.

= [sso porque se é permitido que no passo de R citemos Q - R e Q,
entio ¢ porque elas ndo estio em nenhuma subprova que ji tenha sido
fechada antes do passo de R. Por isso, ndo hd suposicoes em vigor nos
passos de Q &> R e Q que nio esteja em vigor também no passo de R.

o Portanto, as suposicdes em vigor para os passos de Q = R e Q estio entre

A, ... A.

o Logo, HI garante que ambas as sentencas Q — R e Q sdo conseqiiéncias de
primeira ordem de A, ..., A,. Mostraremos que isto implica que R também ¢
consequiéncia de A, ..., A,

! Afinal de contas, ¢ obvio que qualquer estrutura que torne R verdadeira torna R verdadeira.



Suponha que 9IU seja uma estrutura de primeira ordem na qual todas as sentencas

A, ..., A, sio verdadeiras.

Como Q > R e Q sio conseqiiéncias de primeira ordem de A, ..., A,, entio

sabemos que MEQ >R e MEQ.

Estamos entio na situacio em que na estrutura M, tanto Q = R quanto Q sio

verdadeiras e, portanto, a atribuicio gg satisfaz tanto Q - R quanto Q em 9l
(@ 9MEQ—>Rlgal ¢ MEQlgal

Mas pela definicao de satisfacdo:
(b) M |= Q — R[ggl se e somente se M |¢ Q[gg] ou N |= Rlgal.

Logo, por (a) e (b) s6 pode ser o caso que M |= R[gz] e, portanto, M |= R.

Recapitulando: tomamos 9, uma estrutura qualquer que torna A, ..., A,

verdadeiras, e mostramos que 9l também torna R verdadeira.

Ou seja, provamos, por generalizacio universal, que qualquer estrutura que torna
A,, ..., A; verdadeiras torna também R verdadeira. Em outras palavras, provamos que
R ¢ consequiéncia de primeira ordem de A, ..., A e, portanto, n é um passo valido.

E isso termina o CASO 1.

As provas de todas as outras regras proposicionais (vero-funcionais) sao similares a esta
e deixamos como exercicio. ®

e CASO 2: (3Elim)

O

O

O

Suponha que no passo n da prova p, asentenca R ¢ obtida através de aplicacio de
(FElim) a sentenca AxP(x) e a uma subprova que tem R no seu nivel principal
(geralmente como sua conclusio) no passo m (< n).

Seja ¢ a constante nova introduzida na subprova em que se obtém R. Entio, pela
definicio da regra (3Elim), P(c) ¢é a suposicio da subprova em que R ocorre:

7. IxP(x)
[ [€]P(e)

m. R

n. R

Sejam A, ..., A; as suposicoes em vigor no passo .
HI garante que os passos j e m sio vilidos e, portanto:

(c) IxP(x) é uma conseqiiéncia de primeira ordem das suposicoes em vigor
no passo Jj, sendo que estas suposicdes sdo subconjunto de {A, ..., Agk;



» R ¢ consequiéncia de primeira ordem das suposicoes em vigor no passo
m, que sio um subconjunto de {A, ..., Ax} acrescido da sentenca P(c).

o Lembre-se que queremos provar que o passo n ¢ valido, ou seja, que R ¢
conseqiiéncia de primeira ordem de A, ..., A; sozinhos (sem P(c)).

o Suponha que 9N seja uma estrutura de primeira ordem na qual todas as sentencas

A, ..., A, sio verdadeiras. Note, por (c), que 9N |= AP ).

o Da mesma forma que no caso anterior, para mostrar que R ¢é conseqiiéncia de
primeira ordem de A,, ..., Ay, basta mostrar que R também ¢ verdadeira em 9.

o Note que, pela restricao de aplicacio da regra (IElim), a constante ¢ nio pode
ocorrer em Ay, ..., A, 3xP(x) nemem R.

o Como 9N |= IxP(x), pela definicdo de satisfacio, sabemos que existe um objeto b
em D™ que satisfaz P().

o Seja 9 uma estrutura exatamente como M, exceto que D atribui o objeto b a
constante ¢. Ou seja, I(c) = b.

o Claramente, pelos dois topicos acima, U |= P(c), uma vez que em 9IU escolhemos

b como a denotacdo da constante c.

o Note que, pela Proposicio 1, U também torna verdadeiras A,, ..., Ay, ja que difere

de 9IL apenas na denotacio da constante ¢, que ndo ocorre nestas sentencas.

o Como vimos que R ¢ conseqiiéncia de primeira ordem de A, ..., As, P(c), entio
pelos dois passos anteriores é claro que I |= R.

o Como ¢ nio ocorre também em R, entio, novamente pela Proposicio 1, 9N |= R.

o Logo, provamos que qualquer estrutura 9N, tal que MM A, ..., Ay implica que
98 '= R. Portanto, R ¢ consequiéncia de primeira ordem de A, ..., Ai. Ou seja, n,

o passo da prova p em que obtemos R, ¢ um passo vélido. E isto termia a prova
deste caso.

e Oscasos (VIntro) sio muito parecidos com (dElimM) e os demais, sio muito mais simples. Todos
eles deixamos como exercicios. ¢ @



Teorema da Completude para a Légica de 1 Ordem

Baseado no Capitulo 19 do LPL

Apresentaremos uma demonstracio detalhada do Teorema da Completude para a Logica Classica de
Primeira Ordem, baseada no método de Henkin e adaptada para o Sistema de Deducio Natural F
para a Logica Classica de Primeira Ordem apresentado no livro “Language Proof and Logic” de
Barwise e Etchemendy.

Teorema da Completude Seja I' um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira

ordem L e seja S uma sentenca da mesma linguagem L. Se S ¢ conseqiiéncia de primeira ordem de
r T |= S) entdo ha uma prova de S cujas premissas sdo sentencas de T" (I” I— S).

A idéia da prova ¢é simples. Consiste em uma maneira engenhosa de estender a prova da
completude proposicional para primeira ordem. Isso ¢ feito através da utilizacio de uma
determinada teoria JC definida sobre uma linguagem enriquecida com infinitas novas constantes.

Da completude proposicional sabemos que T’ "_’r S=T l—T S. Com a Teoria I, mostraremos
que T |= S => Hur |—T S. Ouseja, I ¢ uma teoria forte o suficiente para tornar possivel

produzirmos provas proposicionais de todos os argumentos validos em primeira ordem, quando
tomamos sentencas de JC como premissas.

Entio provaremos que J( ¢ fraca o suficiente para que suas sentencas possam ser eliminadas das
premissas de qualquer provade JCuU T’ |—T S, substituindo-as por regras de primeira ordem.

Assim, %UFI—TS :>F|—S.

Entio teremos I’ |= S = JHurl I—T S=T I— S. E este serd o caminho que adotaremos para

provar a completude.

Antes de iniciarmos a prova propriamente dita, vejamos um esboco deste método de prova que sera
detalhadamente desenvolvido na seqiiéncia.

Esboco dos Principais Passos da Prova

(1) Adicéo das Constantes Testemunhas: dada uma linguagem de primeira ordem L,
construiremos uma linguagem L;; que possui uma quantidade infinita (enumeravel) de novas

constantes, cada uma delas relacionada a cada uma das wff com uma variavel livre P(x). Sao as
constantes testemunhas de Henkin.

(2) Criacao da Teoria de Henkin J(: consideraremos JC um conjunto com as seguintes
sentencas:

(a) Certas sentencas que sejam validas em 1* ordem, mas nio sejam tautologias;

(b) Para cada nova constante ¢ que ¢ testemunha de Henkin de P(x), a sentenca
AxP(x) > P(c) sera sentenca de J(.

(3) Teorema da Eliminac&o: Se p ¢ uma prova cujas premissas incluem sentencas de JC e

cuja conclusio S ¢ uma sentenca restrita a linguagem original L (ou seja, em S nio ocorre




nenhuma constante testemunha de Henkin). Entao podemos retirar de p todas as premissas
que sio sentencas de J(, transformando p em uma prova de S que nio depende de J(.

(4) Construcdo de Henkin: Para qualquer valoracio 4 que torne verdadeira todas as sentencas
de IC (ouseja A(AI() = T) existe uma estrutura de primeira ordem 9N, tal que 9N, |= S

para cada sentenca S tal que 4(S)=T. Esta construcio da estrutura 9I;, ¢ chamada de

construcdo de Henkin.

Vamos agora mostrar um esboco de como estes 4 passos serdo usados na prova da completude de
primeira ordem. Ao final, detalharemos esta prova.

Juntando as Coisas

e Suponha que I |= S. Neste caso, nio existe estrutura I tal que M |= I' U {=S}. Portanto,
também nio existe estrutura N tal que N |= ru{~Sju .

e Assim, pelo passo 4, nio existe valoracio 4 tal que A(AL U {"S}U JO)=T.
e Logo, para toda valoracio A, se M(AIUI) =T entio A(S)=T.

e Entio, pela definicio de conseqiiéncia tautoldgica, IMUIC I-_rl. S e pela Completude Proposicional,

ruxl=s.

e Seja p uma prova para a deducio T'UIC |—T S. O Teorema da Eliminacio (Passo 3 acima)

assegura que podemos transformar p em uma prova p’ de T’ I— S.

e Portanto, provamos I’ '= S=T I— S. ¢

Mas tudo isso foi apenas um esboco. Portanto, nio se preocupe se algo escapou a sua compreensio,
pois vamos agora detalhar cada um dos 4 passos esbocados acima e a maneira de junté-los na prova da
completude. Quando vocé tiver terminado a leitura e os exercicios, volte ao inicio para recuperar a
visdo geral da prova e consolidar a sua compreensao!! ©

(1) Adicao de Constantes TESTEMUNHAS

e Para cada wff P da linguagem de primeira ordem L com exatamente uma variavel livre,
adicionamos um simbolo de constante individual cp.

o E preciso certificar-se de que diferentes wff sempre sio relacionadas com simbolos de
constantes diferentes.

o Esta constante ¢p sera chamada de constante testemunha para P.

EXEMPLOS - na linguagem nova L’ podemos dizer coisas como:

Ix (Small(x) A Cube(x)) - Small(c,) A Cube(c,)
z@#£anzzb) >, Zanc,#b)

Jy Between(y, a, b) > Between(c;, a, b)

Rl

dx dy Between(q, x, y) - Jy Between(q, ¢,, )



PERGUNTA: Como construimos estas constantes novas! Como as escrevemos € como nos
certificamos de que diferentes wff recebem constantes distintas?

e Uma das possiveis respostas ¢ tomarmos um simbolo ¢ nio presente na linguagem original L e
colocarmos como subindice de ¢ a propria wff da qual a nova constante serd testemunha. Assim,
no exemplo 1 acima, ¢, seria, na verdade, o simbolo

C(Small(x) A Cube(x))

e A linguagem L’ consistiria de todos os simbolos de L adicionados a todas estas novas constantes
testemunhas.

e Podemos agora utilizar estas novas constantes para escrever wffs na nova linguagem L', tais como:
Smaller(a, cgetween(x.a,5))
[ ] Mas entﬁo, cm L’ podemos ter sentengas com a seguinte forma:
dx Smaller(x, cBetween(x.a,b))

e Assim, a principio, poderiamos ter um simbolo de constante testemunha para a wff acima (sem o
quantificador existencial), que seria um ¢, com o seguinte subscrito:

Smaller(x, CBetween(x,a,b))

e Infelizmente, esta wff nio faz parte da linguagem original L, mas apenas de L’, pois possui um
simbolo de constante testemunha. Portanto uma constante ¢ com a wff acima como seu subindice
nio faz parte da linguagem L.

e Como resolver este problema?’

A Linquagem Ly

e Precisamos reiterar esta construcio vérias vezes. Iniciando com uma linguagem L, definimos uma
seqiiéncia infinita de linguagens maiores e maiores:

LicLicLc..

e OndeLy=L e Ly, =L,. Ouseja, cada linguagem L,., ¢ o resultado da aplicacio da construcio
acima a linguagem L.

e A linguagem de Henkin Ly para L consiste de todos os simbolos de cada L, para n =0, 1, 2, ...

e Repare, que com a construcio de Henkin iterada, é possivel obter constantes para wffs com mais
de uma variavel livre.

Data de Nascimento de c¢p

e (Cada constante cp ¢ introduzida em algum estagio n > 1 (L,) da construcio acima. Chamemos este
estagio de data de nascimento de cp.

Lema 1 — (Lema da Data de Nascimento) — (crucial para o Teorema da Eliminacio)

Seja n+ 1 a data de nascimento de cp. Se Q ¢é uma wff qualquer da linguagem L,, entio ¢cp nio
ocorre em Q.

Prova — Se a data de nascimento de cp é n+ 1, entdo cp faz parte da linguagem L, +,; mas nio
faz parte da linguagem L,. Entdo é claro que c¢p nio pode ocorrer em nenhuma wff Q de L,.




(2) A Teoria de Henkin - Introducao

Repare que na linguagem Ly, que é o resultado geral da sequiéncia infinita de iteracoes que
adicionam constantes testemunhas, se P(x) ¢ uma wff com exatamente uma varidvel livre x, entio a
constante testemunha cpg, também estd em Ly;.

Entdo, a seguinte sentenca ¢ uma wff de L;:  xP(x) > P(cpy)

Esta sentenca é conhecida como Axioma da Testemunha de Henkin para P(x).

A idéia intuitiva é que se ha algo que satisfaz P(x), entdo o objeto nomeado por c¢py prové um
exemplo (uma testemunha) para este algo.

Lema 2 — (Lema da Independéncia)

Se cp e cq sdo duas testemunhas e a data de nascimento de ¢p ¢ menor ou igual a data de
nascimento de cq, entio c¢q nio ocorre no Axioma da Testemunha de Henkin de cp.

Prova:

Seja n o estagio da construcio de L em que a constante ¢p foi introduzida (sua data de
nascimento). Entdo, podemos observar que:

1. c¢p é uma constante da linguagem L, e nio faz parte de L,
2. P(x) ¢ umawffdeL,_,.

3. O axioma da testemunha de Henkin de cp (IxP(x) > P(cpy)) € uma sentenca de
L,, mas nio de L,_,.

(1) ¢ trivial, pela definicio de data de nascimento.

(2) também ¢ trivial, pois as testemunhas de Henkin com data de nascimento » sio obtidas de uma
lista de todas as wff de L,—;. Assim, se cpy), com data de nascimento n, ¢ a testemunha de P(x),
entdo em P(x) ¢ wffde L, ;.

(3) é conseqiiéncia de (1) e (2), pois se P(x) é wffde L,., e cpy € constante de L,, e ndo de L,
entdo (IxP(x) > P(cpy)) € sentenca de L, mas nio de L.

Assim, se 7, a data de nascimento de cp ¢ estritamente menor que m, a data de nascimento de
cq, (n < m), entio cq ¢ constante de L,,. e nio faz parte de L,_;. Logo, (3) e o Lema da Data de
Nascimento garantem que c¢q nio ocorre no axioma da testemunha de Henkin de cp.

Se cp e cq tém a mesma data de nascimento 7, ambas sdo constantes de L,. Entdo (2) e o
Lema da Data de Nascimento garantem que c¢q nio ocorre em P(x) e portanto, também nio
ocorre em (IxP(x) = P(cpy)). ¢

A Teoria de Henkin - Definigao

A Teoria de Henkin JC consiste no conjunto de todas as sentencas da linguagem L,; de qualquer

uma das cinco formas abaixo, onde ¢ e d sio constantes quaisquer e P(x) ¢ uma wff qualquer
com exatamente uma variavel livre:

o HA1: Todos os Axiomas das Testemunhas de Henkin:
= IxP(x) > Plcpy)

o H2: Todas as sentencas da forma:




* P(c) » IxP(kx)

o H3: Todas as sentencas da forma:
= VxP(x) & IxP(x)

o H4: Todas as sentencas da forma:
" c=c

o H5: Todas as sentencas da forma:

* (Plc) Ac=d) - P@)

Conexao com as Regras dos Quantificadores e Identidade

e Repare que as 5 formas das sentencas de JC se relacionam com as regras para os quantificadores e
para a identidade no sistema F.
o H1 corresponde a dElim, pois ambas sdo justificadas pela mesma intuicio.
o H2 corresponde a 3lntro.
o H3 reduz V a 3 (uma equivaléncia légica demonstravel em F).
o H4 corresponde a =Intro.

o H5 corresponde a =Elim.

Repare que os axiomas H2 - H5 sdo todos verdades logicas, enquanto que H1 nio ¢, pois representa
uma afirmacio substantiva sobre a interpretacio das testemunhas de Henkin. A Proposicio abaixo,
embora nio seja necessdria para a prova da completude, ajuda a explicar porque o restante da prova
tem alguma chance de funcionar.

Proposicdo 3 — Seja 91 uma estrutura de primeira ordem qualquer para a linguagem L. Ha uma

forma de interpretar todas as testemunhas de Henkin no universo de 9N, de tal forma que sob esta

interpretacdo, todas as sentencas de JC sdo verdadeiras.

Prova: — (Apenas um Esboco)

e A idéia basica da prova ¢ que se 9N |= 3xP(x), entio pegue qualquer elemento b € D™ que
satisfaca P(x) e faca a testemunha cpy nomear b. Se 9N |= 73xP(x) entio faca c¢pyy nomear
um elemento fixo do dominio. Isso torna todos os axiomas da forma H1 verdadeiros em 9I. Para
os demais axiomas (H2 - H5), como eles sdo verdades logicas, ¢ certo que serdo verdadeiros em
qualquer estrutura 9IL.

A Proposi¢io 3 mostra que nossa estratégia tem alguma chance de funcionar, porque nos permite
perceber que os tinicos fatos substantivos afirmados em JC que nio sio logicamente vélidos (as
instancias de H1) ndo podem ser exprimidos na linguagem original L, pois exigem as testemunhas de
Ly. Segue-se entio da Proposicio 3 que:




Proposicao 3a (Eliminagdo Semantica) —Se I'u 3 |= S e tanto S quanto todas as sentencas

de T sdo sentencas da linguagem L,' entio T’ |= S.

Prova:

e Seja M uma estrutura de primeira ordem tal que 9N |= I'. A Proposicio 3 garante que existe
N tal que AT |= Tud(, onde O difere de 91 apenas na funcdo nomeacdo, pois em U todas
as constantes testemunhas de Henkin sio interpretadas.

e Como 9 |= TUI e TUI |= S, entdo ¢é claro que U |= S. Mas como S ¢é sentenca de L,
nenhuma testemunha de Henkin ocorre em S, logo 9l e 9IU sio indistinguiveis com relacio a

S. Entio, de acordo com a Proposicio 1 (do Teorema da Correcio de 12 ordem), 9N |= S.

e Assim, como para uma estrutura D qualquer, tal que 9N |= I', mostramos que 9N |= S, entio,
por generalizacdo universal e pela definicio de conseqiiéncia de primeira ordem, I’ |= S. ¢

(3) O Teorema da Eliminacao

Nossa tarefa agora é provar que o sistema dedutivo F ¢ forte o suficiente para garantir a versio
sintdtica da Proposicdo 3a.

Proposicdo 4 (Teorema da Eliminagado) — Seja p uma prova formal qualquer, em primeira
ordem, cuja conclusio ¢ S, uma sentenca da linguagem L, e cujas premissas sdo as sentencas P4, ...,

P,, também da linguagem L, juntamente com algumas sentencas de J(. Entio existe uma prova
formal p’ de S cujas premissas sio apenas Py, ..., P,.

e Dividiremos os argumentos da prova deste teorema em varios lemas. Ao final desta secio, apds o
Lema 10, juntaremos as coisas.

Proposicdo 5 (Teorema da Dedugao) — Se I' U {P} |— Q entio T’ |— P—->Q

Prova:
e Seja p uma provade ' U {P} |— Q eseja Sy, ..., S, assentencas pertencentes a I’ que sdo
premissas da prova p. Entio p tem a seguinte estrutura:
S1 S1
én que pode ser transformada em én que é uma prova de T’ I— P->Q. e
5 -
— P
Q :
Q
P->Q

Lema 6 (Corolario do Teorema Dedugédo) — Se I'u (P, ..., P,} |— Q e, paracada i=1, .., n,
[P, entdo T Q.

Prova:

! Ou seja, ndio possuem as constantes Testemunhas de Henkin.




e SeT'u{P, .. P} |— Q, entdo pelo Teorema da Deducio (Proposicio 5 acima),
ru{P, .. P, |— P, = Q. Como, por hipotese do lema, T’ |— P,, entio, podemos juntar estas
duas provas, acrescentando a regra (—Elim) e obtemos: ' U {P4, ..., P, _1} |— Q.

e Se repetirmos n vezes este processo, entio obtemos: I' |— Q. ¢

Lema 7 (Dois Fatos Simples) — Seja I' um conjunto de sentencas de alguma linguagem de
primeira ordem L, e sejam P, Q e R sentencas de L. Entio:

1. Se FI—P—)Q e FI—"P—)Q entio FI—Q‘
2.8% TFP>Q >R entio TF"P>R ¢ TFQ>R

Prova:
(Item 1)

e Sabemos que hd uma prova p; sem premissas de P v 7P no sistema F. Sejam p, e p; provas
respectivamente de I’ |— P>QeTl |— 7P —» Q. Entio ¢ ficil juntarmos p;, p, e p; na
seguinte prova de I’ |— Q que ¢ suficiente para provar o Item 1,

k+1.
k+2.
k+3.

k+4.
k+5.

(Item 2) ®

r

Pv-P
P—>Q

P> Q
P

__IP
Q

Q

(b1)
(b2)

(b3)

—Elim: j, k+1

—Elim: k, k+3
VElim: i, k+1-k+2, k+3—k+4

e A prova deste item ¢ semelhante a do item anterior. Ou seja, considerando p; uma prova para
r I— (P > Q) > R ¢ possivel apresentar uma prova p, para I’ I— 7P - R e uma prova p; para
r |— Q — R. Deixamos como EXERCICIO ®. ¢

Lema 8 (Substituindo Constantes por Quantificadores) — Seja I" um conjunto de sentencas
de primeira ordem de uma linguagem de primeira ordem L e seja Q uma sentenca de L. Seja P(x)

uma wff de L com uma variavel livre e que nio tenha ocorréncia da constante ¢. Se T’ I— P) > Q
e ¢ nioocorreem I nemem Q, entio I I— IxPx) = Q.

Prova:

e Assuma, como hipdtese de uma prova condicional, que T’ |— P(c) > Q e que ¢ nio ocorre em
I' em Q nemem P(x). Seja p uma prova para I’ I— P(c) - Q. Sobre p podemos afirmar que:

(1) Uma inspecdo nas regras do sistema F ¢ suficiente para nos fazer notar que como ¢ nio
ocorre em nenhuma premissa de p, as Unicas regras que permitiriam a sua introducio fora

de qualquer subprova sdo as regras (VElim) e (LElIim), que nio fazem nenhuma restricio com

relacio a constante introduzida.




(2) E facil ver que T I— P(d) = Q para qualquer outra constante d que ndo ocorraem I', P(x)
e Q. Basta tomar a prova original p e substituir todas as ocorréncias de ¢ por d. Caso d
ocorra em algum outro lugar da prova, substitua estas ocorréncias por outra constante
qualquer. Pode até ser ¢. Seja p; uma provade I’ |— P(d) - Q assim construida.

e Podemos entdo, a partir de p;, construir a seguinte prova de I’ I— AxPx) - Q:

. r

L IPK)

i+l P(d)
. (P1)2

J: P(d) - Q
J*L Q —Elim: j, i+1
J*2. Q JElim: i, i+1—j+1
J*3. AxP(x) > Q —Intro: i—j+2

e Partimos de uma prova p de T’ |— P(c) > Q que satisfaz as condicoes do lema e mostramos
como obter uma prova p, de I’ |— IxP(x) = Q. Portanto, pelo principio da prova condicional,
provamos o lema.

Lema 9 (Eliminando o Axioma das Testemunhas) — Seja I' um conjunto de sentencas de
primeira ordem de uma linguagem de primeira ordem L. Seja P(x) uma wff de L com uma varidvel
livre que ndo tem ocorréncia da constante ¢. Se I' U {3xP(x) = P(c)} |— Q e ¢ ndoocorreem T
nem em Q, entio I' |— Q.

Prova:

e Assuma que I' U {3xP(x) > P(c)} |— Q, onde a constante ¢ ndo ocorre em I, Q nem em P(x).
Entio, pelo Teorema da Deducio (Proposicio 5):

(1) T} @xP&) - Pl) - Q.
e Logo, por (1) e pelo Item 2 do Lema 7:
Q) TF-3Px) - Q e
B) TFPe—>Q
e Por (3) e pelo Lema 8:
@) T'}3xPx) - Q
e PDortanto, por (2), (4) e pelo Item 1 do Lema 7: T’ |— Q. ¢

O Lema 9 nos permitird eliminar os axiomas das testemunhas de Henkin de nossas provas formais.
Mas e quanto as outras sentencas de JO Em conjuncio com o Lema 6 o préximo resultado nos

permitira eliminar estas sentencas também.

* Note que, pelas afirmacdes (1) e (2) ndo ha problema em transferir p; para dentro de uma subprova nem em utilizar
em p; aconstante d introduzida nesta subprova.




Lema 10 (Eliminando os Outros Membros de J() — Seja I' um conjunto de sentencas de

primeira ordem, seja P(x) uma wff com uma variavel livre e sejam ¢ e d nomes (simbolos de
constantes). Entdo as seguintes sentencas sio demonstraveis em F:

(a) P(c) > 3xP(x)

(b) "VxP(x) <> Ix7P(x)
(c) (P(c) A c=d)— P(d)
(d) c=c

Prova:

e Basta provar que para cada um dos itens (a) até (d) ha uma prova sem premissas no sistema F.
Deixamos, claro, a prova destes 4 itens como EXERCICIO. ® ¢

Temos agora todas as pecas necessérias para fazermos a prova do Teorema da Eliminacio (Proposicao
4). Vamos reapresentar o enunciado e fazer a prova.

Proposicdo 4 (Teorema da Eliminagado) — Seja p uma prova formal qualquer, em primeira
ordem, cuja conclusido é S, uma sentenca da linguagem L, e cujas premissas sdo as sentencas Py, ...

P,, também da linguagem L, juntamente com algumas sentencas de J(. Entdo existe uma prova
formal p’ de S cujas premissas sio apenas Py, ..., P,.

Prova: (por inducio no nimero k de sentencas de JC que sdo premissas na prova p)

e Mostraremos como eliminar de nossa prova de S todas as k& premissas que sio sentencas da
Teoria de Henkin J(. Ou seja, mostraremos como transformar a prova p em uma prova p’
cujas premissas sio apenas Py, ..., P,.

e Base: k=0

e Neste caso, o numero de premissas da prova p que sio sentencas da teoria JC ¢é 0. Portanto, ndo
h4 nada o que eliminar.

e Passo: k>0 (ha premissas em p que sio sentencas de J()

e HI: o teorema ¢ valido para qualquer prova cujo numero de premissas que sio sentencas de JC ¢
menor do que k.

e Temos, portanto, que provar que o teorema ¢ valido para a prova p, que tem k premissas.

e Considere:

o I''={Py, ..., P,} oconjunto de todas as premissas da prova p que ndo sio sentencas
de 3(:;
o Ib={H1, .., H1} o conjunto de todas as premissas da prova p que sdo instincias de

H1 (o axioma das testemunhas de Henkin);

0 I's={H,, ..., HJ o conjunto de todas as premissas da prova p que sio instincias dos

outros axiomas de JC (H2, H3, H4, H5).

e Consideraremos 2 casos (|I'5]>0 e |I'5] =0):




e CASO 1: (|I'5]>0) Ou seja, pelo menos uma das premissas de p ¢ uma instincia de um dos

axiomas H2, H3, H4 ou H5.

e Como I';={H,, ..., Hg}, o Lema 10 garante que paracada i=1, ..., s, |— H,. Portanto, para cada
i=1,.,s IHul, |— H;. Como p éprovade I'UT, U{H,, ..., HJ} |— S, entio, pelo Lema 6:
ryourl, I— S. Chamemos de p; uma prova deste argumento.

e Como, por hipotese deste caso |I';]> 0, entdo o numero de premissas de p; que sdo sentencas
de IC é menor do que k. Logo, vale para p, a hipotese indutiva e, portanto, podemos retirar de
p1 todas as premissas de J(, transformando p; em uma prova p, que é provade T I— S.
Entio p, ¢, como queriamos, prova de {Py, ..., P,} |— S.

e CASO 2: (|T';|=0) Todas as premissas de p que sdo sentencas da teoria JC sdo instincias de
H1, o axioma das testemunhas de Henkin.

e Seja dxR(x) &> R(c) a premissa de p em I', (que é um axioma para a testemunha ¢) cuja
constante testemunha ¢ tem a maior data de nascimento entre todas as constantes testemunhas
das outras premissas de p.

e Ou seja, a data de nascimento de ¢ é maior ou igual que a data de nascimento de qualquer outra
constante testemunha mencionada nas sentencas de T.

e Entio, pelo Lema da Independéncia (Lema 2), ¢ ndo ocorre em nenhuma outra sentenca de T,.
Portanto, ¢ ndo ocorre em nenhuma outra premissa de p nem na conclusio S. Além disso,
como dxR(x) = R(c) ¢ o axioma da testemunha ¢, entio, pelo Lema da Data de Nascimento
(Lema 1), ¢ também nio ocorre em R(x).

e Considere o conjunto de sentencas A =T, U T, — {3xR(x) = R(c)}. Entio p é uma prova de
A U {3xRx) = R(c)} |— S e ¢ nioocorreem A em S nem em R(x).

e Portanto, pelo Lema 9, 3xR(x) = R(c) pode ser eliminada. Isso nos leva a uma prova p’ cujo
ntimero de premissas que sdo sentencas da teoria JC é menor do que k. Logo, vale a Hipotese de
Inducio para p’ e, portanto, todas as outras premissas instincias de H1 podem ser eliminadas,
resultando em uma prova de {P, ..., P,} I— S. E isto finaliza a prova do Teorema da Eliminacdo. 4

(4) A Construcao de Henkin

Na Proposicio 3 provamos que dada uma estrutura de primeira ordem qualquer 9N para uma

linguagem L, é possivel ampliar a funcio nomeacio de 9N de tal forma a criar uma estrutura 9,
que amplia 9 de modo a também tornar verdadeiras todas as sentencas de J(. Esta estrutura
ampliada pode ser usada para definir uma valoracio % que torna verdadeiras todas as sentencas
verdadeiras em 9I; e torna falsas todas as sentencas falsas em 9. (Reveja o exercicio 18.11). O
passo principal de nossa prova para o Teorema da Completude ¢ mostrar que este processo é
reversivel, ou seja:

Teorema (Lema da Construgao de Henkin) — Seja # uma valoracio qualquer para a
linguagem Ly que atribui T para todas as sentencas da teoria de Henkin J(. Entio ha uma

estrutura de primeira ordem 9, tal que 9N, |= S para toda sentenca S tal que A(S) =T.
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e Apresentaremos uma prova para este teorema assumindo que nossa linguagem L nio contém
simbolos de funcio. Ao final mostraremos como modificar a prova para admitir linguagens em
que os simbolos de funcio ocorram.

e A prova terd duas partes. Na primeira mostraremos como construir 9, a partir de /4 e na

segunda mostraremos que todas as sentencas que sio verdadeiras segundo a valoracio 4 também

sao verdadeiras segundo a estrutura 9l

e Para construir 9, por motivos meramente diddticos, apresentaremos primeiramente uma idéia

que, apesar de estar no caminho certo, é incorreta. Possui uma falha. Entdo, evidenciaremos a

falha e indicaremos sua correcio.

e Construcao Incorreta de 9

@)

O

O

O Dominio de 9IU serd o conjunto das constantes da linguagem L.
Como funcio nomeacio, faca cada constante nomear a si mesma.

Defina a extensdo de cada predicado n-d4rio R como o conjunto de n-tiplas ordenadas
{(cyy ..., cyy tais que a sentenca R(cy, ..., ¢,) recebe valor T de 4. Ou seja,

(¢, ., Cp) € R" & h(R(cyy ..., cn)=T.

e O Problema desta Construcdo de 9t

O

@)

Seja ¢ uma constante de L; e seja ¢ =x uma wff com uma variavel livre.

Entdo, de acordo com a definicio das constantes testemunhas de Henkin, ¢ =x tem
uma testemunha (¢, =,). Chamemos de d a esta testemunha c.,.

Considere a seguinte prova:

1. Ixc=x—>c=d InstAncia de H1
2. c=c Instancia de H4
3. c=c—3dxc=x Instincia de H2
4. Ixc=x —Elim: 3,2
5. c=d —Elim: 1,4

Esta prova mostra que JC I—T ¢ =d. Portanto, pelo Teorema da Correcio

Proposicional, JC |=T c=d.

Logo, como a valora¢io £ (do enunciado do Lema da Construcio de Henkin) torna
verdadeiras todas as sentencas de J(, entio, pela definicio de conseqtiéncia

tautologica, ilc=d)=T.

(a) Portanto, como h(c =d) =T, de acordo com a construcio (incorreta) da estrutura I

que acabamos de indicar, o par {c, d) pertence a extensio da relacio “=" em 9N

(b) Mas, também pela construcio de 9, como ¢ e d sio dois simbolos de constante

distintos de nossa linguagem Ly, eles representam elementos distintos de D™, o

dominio de 9.

Estamos, entdo, diante da seguinte situacio: de acordo com (b) hi dois elementos
distintos do dominio de 9 que, de acordo com (a), estdo na extensio do predicado
“=". Isto ¢ contraditorio com a interpretacio logica do simbolo de identidade. Ser
idéntico é ser o mesmo. De acordo com a nossa definicio de estrutura de primeira
ordem, para cada elemento a0 do dominio de uma estrutura de primeira ordem

”»

ualquer, a extensdo do predicado “=" tem apenas os pares {o, o).
qualq p P p
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o Entio, o erro em nossa construcio de 9L ¢ permitir que pares ordenados de

elementos distintos de seu dominio, como (b, ¢), estejam na extensio do predicado

“__n"

e Classes de Equivaléncia e Quociente — Solucionando o Problema de 9

o Este problema é bastante comum em diversas situacdes matemdticas. Precisamos
“identificar” em 9N vérios elementos que sio distintos. A solucdo para estes casos é o

que os matematicos costumam chamar de “quociente” de 9IL.

o As relacoes de equivaléncia e classes de equivaléncia, que estudamos no Capitulo 15,

sd0 as ferramentas ideais para resolvermos este problema. Vamos a solucio:

o Definimos a relacio “=" sobre as constantes de L;; (o dominio de 9I0) da seguinte
forma:

m c=d seesomentese hc=d)=T.

Lema 11 A relacio = é uma relacio de equivaléncia.

Prova:

e Uma relacio R qualquer ¢ de equivaléncia, conforme definimos no Capitulo 15, se for reflexiva,
simétrica e transitiva.

(a): Suponha que provamos os seguintes argumentos, para constantes ¢, d e e genéricas:

O Reflexividade N I—T c=c
O Simetria Hle=d—>d=c
O Transitividade N |—T (c=dAd=e)—>c=e

e Pela Correcio Proposicional, para quaisquer constantes ¢, d e e:
o I |=T c=c
o X |=T c=d—>d=c
o 3C|=T(c=d/\d=e)—)c=e
e Mas entido, pela definicio de A, para quaisquer constantes ¢, d e e:

o hc=c) = hc=d—>d=c) = l((c=dAnd=e)>c=e) = T.

e Logo, pela definicio da relacio =, para quaisquer constantes ¢, d e e vale:
O Reflexividade c=c
O Simétria c=d—>d=c
O Transitividade (c=dAand=e)—>c=e

e Portanto, = ¢ uma relacio de equivaléncia.

® Assim, para esta prova ficar COMPLETA ¢ preciso provar a suposicio (a) acima. Ou seja, é preciso
fazer provas proposicionais das sentencas c=c¢, c=d—>d=c e (c=dAd=e)—> c=e cujas
premissas sejam apenas instincias dos axiomas da Teoria de Henkin. Deixamos estas provas como

EXERCICIO! ¢ ®
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Construcao da Estrutura Correta - 91,

Como = ¢ relacdo de equivaléncia, entio cada constante ¢ de Ly esta relacionada a sua classe de
equivaléncia [c]= segundo a relacio = da seguinte forma: [cl=={d | c =d}.

Ou seja, a classe de equivaléncia de ¢ segundo a relacio = é o conjunto de todas as constantes d
que estdo na relacio = com c. Por brevidade, vamos omitir o simbolo da relacio = do
subindice de suas classes de equivaléncia. Assim, nos referiremos a classe de equivaléncia da
constante ¢ segundo a relacio = apenas por [c].

Podemos agora definir a desejada estrutura de primeira ordem 9I;, da seguinte maneira:
o O Dominio de 9I; serd o conjunto de todas as classes de equivaléncia das constantes
. N .
da linguagem Ly segundo a relacio =. D™ = {[c]=| ¢ ¢ constante de Ly}.
o Como funcio nomeacio, cada constante ¢ nomeara sua classe de equivaléncia [c].

o A extensio do predicado n-drio R sera o conjunto de n-uplas ordenadas
(lel] ..., [en]) tais que a sentenca R(cy, ..., ¢,;) recebe valor T de A. Ou seja,

RY ={([c] ,..., [ca) | A(R(cy, ..., ¢) = T}

Repare que o problema da identidade nido ocorre mais, pois constantes distintas de L,; (¢ e d),
mas que JC |=T ¢ =d sio tais que [c] =[d]. Logo, ¢ e d sio nomes do mesmo elemento do

dominio de 9, ([c]=[d]). Portanto, nio ha problema algum em termos 9, |= c=d.

Precisamos agora provar que 9I(; torna verdadeiras todas e apenas as sentencas que a valoracio %
atribui valor T. Antes de enunciar e provar este lema, o seguinte resultado auxiliar sera util.

Lema12 Se c=c, d=d’, e R(c,d) =T, entio K(R(c,d)=T.

Prova: (Deixamos esta prova como EXERCICIO! ®

Como sugestio, lembre-se da questio 3 de nossa primeira prova, onde provamos que:
I l_T (Re,d)Ac=c Ad=d’) > R(c’,d’). Através da definicio de =, lemas anteriores e dos

conceitos que estamos trabalhando neste capitulo, ¢ possivel mostrar que o Lema 12 se segue deste
fato. Tente!!

Complexidade de uma Sentenca gr(S)

Antes de enunciarmos e provarmos o lema crucial da construcio de Henkin, aquele que garantira
que para cada sentenca S de L; 9N, |= S se e somente se A(S) =T, definiremos uma maneira
alternativa de medirmos complexidade de uma sentenca S. Esta definicio representard um indice
de inducdo adequado para a prova do lema crucial.

O problema de tomarmos o comprimento (numero de conectivos) das sentencas como indice de
inducdo para nossa prova esta no fato de que nela usaremos propriedades da teoria J(. A teoria
J(, no entanto, nio trata diretamente do conectivo V, mas possui como esquema de axioma a
equivaléncia VxP(x) <> Ix7P(x).

* O dominio de 9, assim definido é conhecido como o conjunto quociente segundo a relagio = do conjunto de todas
as constantes de L.
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Mas VxP(x) e Ix7P(x) tém o mesmo comprimento (numero de conectivos). Assim, ao
reduzirmos 7VxP(x) a Jx7P(x) nio podemos aplicar a hipotese de inducio a este segunda
sentenca.

Queremos, entdo, uma maneira de computar a complexidade das sentencas que, no entanto,
atribua um peso maior ao V que ao 3, de modo que Ix7P(x) tenha indice de inducio menor
que VxP(x).

Assim, para toda sentenca S definimos sua complexidade gr(S) indutivamente como:

Se S é sentenca atdmica, gr(S) = 0.

Se S¢EPAQouPvQ ouP>Q ou PeQ, giS)=max{gr(P), gr(Q} + 1. *
Se S ¢ 7P ou IxP, gr(S)=gr(P) + 1.

Se S ¢ VxP, gr(S)=gr(P) + 3.

AW N =

Em primeiro lugar, vale ressaltar que gr(P(x)) = gr(P) = gr(P(c)).

Repare que, por um lado: gr(7VxP(x)) = gr(VxPx)) + 1 =(gr(P) + 3) + 1 = gr(P) + 4.
Por outro lado: gr(@x"Px)) = gr(7PXx)) + 1 = gr(P) + 2.

Portanto, gr(mVxP(x)) > gr(@xP(x)).

Com este novo indice de inducido, vamos agora ao Lema crucial.

Lema 13 (Lema Crucial) — Para cada sentenca S de L;;, 91, |= S se e somente se A(S)=T.

Prova: (Por inducio em gr(S))

Base: g1(S) =0. Ouseja, S ¢ sentenca atdomica do tipo R(cy,..., ¢)
Imediata pelas definices de estrutura de primeira ordem e pela definicio de 9I;, acima, pois:
N, |= R(c ..., cn) © (lcil ..., [cal) € R & MR ,...,cn)=T.

Passo: gr(S) > 0. Ouseja, S ¢ sentenca complexa com uma das seguintes formas:

P, PAQ PvQ P->Q PeQ, IxPk), VxPX).

HI: Para qualquer sentenca com complexidade menor que gr(S), vale o Lema 13. Em especial,
vale para P e Q. Portanto:

0 IMEP o hP)=T ¢ IMEQ & HQ=T.

Os casos proposicionais, em que S tem uma das formas: 7P, PAQ, PvQ, P> Q,P < Q,
sdo triviais, pois a definicio de satisfacio em estruturas de primeira ordem para cada conectivo
proposicional coincide com a definicio de valoracio para este conectivo. Vejamos um caso como
exemplo:

CASO1: S temaforma P — Q.

IMEP->Q & 9 EP ou MyEQ  (pela def. de satisfacio)
& hP)=F ou Q=T (por HI)
o P->Q=T (pela def. de valoracio)

Os demais casos proposicionais sio exatamente andlogos, e deixamos como EXERCICIOS! ®

* Ou seja, neste caso a complexidade de S é o valor méximo entre as complexidades de P e Q, somado de 1.
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Para resolver os casos que envolvem os quantificadores, vamos precisar também utilizar
propriedades da teoria J(. Vejamos:

CASO 2: S tem a forma 3x P(x).

Queremos provar que 9N, |= IxPx) © h(@x P(x)) =T. Dividiremos a prova nos casos da ida
(=) e da volta (<)

Sub-Caso 2.1: (=) - Por hipdtese, assuma que 9N, |= IxP(x).

o, |= dxP(x) = Paraalgum [d]eD%’, N, |= PX)lgalx/[d]]) (pela def. de satisfacio)
=> para alguma constante d de L;;, 9, |= P(d) (pela def. de 9I(;)
= para alguma constante d de L, A(P(d) =T (por HI)

Note que P(d) & 3xP(x) ¢ instancia do axioma H2 da teoria J(. Logo, pela definicio da
valoracio h, h(P(d) - IxPKx))=T.

Entio, como para alguma constante d de Ly, A(P(d) =T e A(P(d) > IxP(x)) =T, ¢ facil ver,
por propriedades das valoracdes, que A(IxP(x)) = T. Portanto:

N, |= IxPkx) = AhE@xPkx)) =T, o que resolve o subcaso.
Sub-Caso 2.2: (<) - Por hipotese, assuma que A(IxP(x)) =T.

Seja d a testemunha de Henkin para 3xP(x). Entio, IxP(x) = P(d) ¢ instincia do axioma H1
da teoria JC.

Logo, pela definicio da valoracio #, h(3xP(x) —» P(d) =T.
Entio, como A(FxP(x)) =T e A@xP(x) > P{d) =T, é claro que A(P)=T.
Mas, por HI, #(P(@)=T = 9K, |= P(d).

Sabemos também que 9, |= P(d) —» 3xP(x) pois como P(d) — IxP(x) ¢ verdade logica, para
toda estrutura de primeira ordem I, M |= P(d) —» 3xPx).

Entio, como 9, '= P e 9N, |= P(d) — 3xP(x), entio ¢ facil ver, por propriedades das
estruturas de primeira ordem, que I, |= AxP(x).

Logo, partindo de #(3xP(x)) = T chegamos em 9, = IxP(x). Portanto:
h@xPE) =T = 9, | IPR), o que resolve o subcaso e o caso.
CASO 3: S tem a forma Vx P(x).

Sub-Caso 3.1: (=) - Hipotese: 9N, [ VxP(x).

Da hipotese, pela definicio de satisfacio: 9N,  "VxP(x)

Sabemos que ha uma prova sem premissas de 7VxP(x) <> 3x7P(x) no sistema F. Logo, pelo
Teorema da Correcio, TVxP(x) <> Ix7P(x) ¢ logicamente valida, logo:

o, |= VxP(kx) © IxPx).

Entio, como 9, |= WVxPk) © I3xPkx) e 9N, I?f WVxP(x), ¢ facil ver, pela definicdo de
satisfacio, que 9N, |¢ FxP(x).

Mas note que gr(VxP(x)) = gr(P(x)) + 3 > gr(P(x)) + 2 = gr(3xPx)).

Portanto, vale a hipotese de inducido HI para 3x7P(x). Logo,
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h(3xPx)) =F.
Mas sabemos que VxP(x) <> 3x7P(x) ¢ instincia de H3. Logo, A("VxP(x) & Ix"Px)) =T.

Portanto, como A(Fx7Px)) =F e A(7VxP(x) & 3Ix7P)) =T ¢ claro, por propriedades das
valoracoes que A(7VxP(x)) = F. Logo, M(VxP(x)) =T.

Assim, partimos de 9N, |= VxP(x) e chegamos em A(VxP(x)) =T, o que termina o subcaso.

Sub-Caso 3.2: (<) - Hipotese: h(VxPx)) =T.

A prova deste subcaso ¢é bastante parecida a do subcaso anterior e, portanto, a deixamos como

EXERCICIO! ® ¢

Expandindo A Construcao de Henkin para Linquagnes com Simbolos de Funcao

Se houver simbolos de funcdo na linguagem original, temos que saber como interpreti-los na nossa
estrutura G,

Suponha, por exemplo, que a linguagem L tem um simbolo de funcio unario f.

Como interpretar f?7 Se d ¢é uma constante, entdo, qual classe de equivaléncia deve
corresponder ao valor de A{[d]) ?

A idéia é considerar a constante testemunha de Henkin para a sentenca 3x(f{d) = x) (csg =) €
definir sua classe de equivaléncia como o valor de f{[d]):

o Ald)) = lcpa =4l

Assim, uma vez que a sentenca 3x (f{d) = x) > fld) = cpg=» € instincia de H1, ndo ¢ dificil
verificar que todos os detalhes da prova acima funcionariam para incluir simbolos de funcdes.

E isto completa a prova dos 4 passos do Teorema da Completude. Vamos agora ao detalhamento
da prova final, que junta todos estes passos.

Teorema da Completude Seja I' um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira

ordem L e seja S uma sentenca da mesma linguagem L. Se S ¢ conseqiiéncia de primeira ordem de

r (FI=S) entiao FI—S.

Prova:

Queremos provar que para qualquer conjunto de sentencas I' e sentenca S de uma linguagem
de primeira ordem L vale: T’ |= S=T |— S.

Assim, objetivando utilizar os métodos de generalizacio universal e da prova condicional,
considere como hipotese I' e S tais que: T’ |= S.

Entio, pela definicio de conseqiiéncia de primeira ordem, para toda estrutura de 12 ordem I, se

@K|=F entio @TC|=S.

Logo, nio existe estrutura I tal que M =T L {=S).

(@) Portanto, também ndo existe estrutura 9N tal que M T U (=S} L I

Mas o Passo 4 (Lema 13 - da Construcio de Henkin) garante que para qualquer valoracio 4 tal

que MAI) =T, existe I, tal que N, |= S se esomentese A(S)=T.
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Suponha entio, por absurdo, que exita uma valoracio % tal que A(AT U (7S} U I() =T. Entio,
pelo Passo 4 (Lema 13), existiria uma estrutura 9N, tal que NI |= ru{~S}u I. O queé
contraditério com a afirmacio (@) acima. Logo, descartamos a hipdtese do absurdo e concluimos
que: nio existe nenhuma valoracio % que torne verdadeiras todas as sentencas em I' U {7S} U

IC. Ou seja:

o Nio existe % tal que HATU{"S}LI) =T.
Logo, para toda valoragio A, se MAI'UI) =T entio h("S)=F.
Ou seja, para toda valoracio 4, se M(AI'UI) =T entio A(S)=T.

Entio, pela definicio de conseqiiéncia tautologica, T'WIC |=T S.

Logo, pelo Teorema da Completude Proposicional, T\WIJC I—T S.

Seja p uma prova para a deducio T'UIC |—T S. O Passo 3 (Teorema da Eliminacdo - Proposicdo 4)

assegura que podemos transformar p em uma prova p’ de T’ |— S.

Entio, tomando I' e S genéricos e partindo da hipotese de que I’ |= S chegamos em I' |— S.
Portanto, aplicando os métodos da prova condicional e da generalizacio universal, provamos que
para qualquer conjunto de sentencas I' e sentenca S de uma linguagem de primeira ordem L
vale: T’ |= S=T |— S. E isto finaliza a prova da completude. 4

Teorema da Completude — Versédo Generalizada Todo conjunto de sentencas formalmente

consistente ¢é satisfativel.

Prova:

Assuma como hipdtese condicional que I' é um conjunto arbitririo de sentencas insatisfativel.
Entdo, por vacuidade, é claro que, para qualquer sentenca S, T’ |= S.” Em particular, T’ |= L.
Logo, pela versao acima demonstrada do Teorema da Completude, T’ I— 1.

Portanto, I' nido é formalmente consistente.

Ou seja, provamos que se I' ¢é insatisfativel, entio I' nio é formalmente consistente.

Logo, pela contrapositiva, se I" é formalmente consistente entio ¢ satisfativel.

Como partimos de um conjunto I' arbitrario, entdo, por generalizacio universal, todo conjunto
de sentencas formalmente consistente ¢ satisfativel.

> Pois como néo hé estrutura 91 que satisfaga I', entdo ndo ha nenhuma estrutura na qual todas as sentengas de I’
sejam verdadeiras e alguma senten¢a S seja falsa. Logo T’ |= S para qualquer sentenga S.
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Lowenheim-Skolem, Compacidade e Incompletude

Baseado no Capitulo 19 do LPL

Apresentaremos agora algumas importantes conseqiiéncias do Teorema da Completude para a Logica
de Primeira ordem, que sio o Teorema de Lowenheim-Skolem e o Teorema da Compacidade. Em
seguida, apresentaremos uma discussio introdutéria sobre o Teorema da Incompletude da Aritmética

de Godel.

(1) O Teorema de Lowenheim-Skolem

Um dos fatos mais surpreendentes que a prova do Teorema da Completude nos revela estd na
natureza da estrutura 9N, resultante do método da construcio de Henkin. Nio importa quais
sejam os objetos a que nossa linguagem original se refira, objetos fisicos, niumeros, conjuntos,
idéias, ... Em qualquer destes casos, os elementos do dominio da estrutura 9, sio do mesmo
tipo: classes de equivaléncia de simbolos de constante. Esta observacio nos levara a obtencio de um
corolario do teorema da completude conhecido como Teorema de Léwenheim-Skolem para as
linguagens de primeira ordem.

Lembremos, do Capitulo 15, que h4 conjuntos infinitos de diferentes tamanhos. Os menores
conjuntos infinitos sio aqueles que t¢ém o mesmo tamanho do conjunto dos nimeros naturais.
Chamamos de enumerdvel um conjunto se ele for finito ou tiver o mesmo tamanho do conjunto
dos numeros naturais.

Teorema de Lowenheim-Skolem Seja I' um conjunto de sentencas de uma linguagem

enumeravel L.' Se T ¢ satisfativel, entdo I' ¢ satisfeito por uma estrutura de primeira ordem cujo
dominio é enumeravel.

Prova:

Seja 9L uma estrutura de primeira ordem que satisfaz I' (9N |= D).

A Proposicao 3 garante que podemos expandir 9L a uma estrutura 9IC de tal forma que 9T ¢
uma estrutura para a linguagem expandida Ly; que satisfaz a Teoria de Henkin JC (DI = 0.

Podemos utilizar 9’ para definir uma valoracio /4 tal que para toda sentenca S de L,

S =T & 9 |= S. Repare que /4 assim definida torna verdadeiras todas as sentencas de JC
ede . (W(AFuUD)=T).

Entdo, o Lema da Construcio de Henkin garante que podemos, a partir de 4, construir uma
outra estrutura de primeira ordem 9, tal que 9N, |= S & AS)=T, cujo dominio de 9N, ¢

o conjunto quociente dos simbolos de constantes de Ly segundo a relacio =.

No Lema 14 abaixo, mostraremos que Ly tem uma quantidade enumeravel de constantes. Como a
quantidade de classes de equivaléncia das constantes de Ly segundo qualquer relacio ¢ menor ou
igual a quantidade de constantes de Ly, entio D™ o dominio de 9N, também é enumeravel. O

que basta para provar o teorema.

! Uma linguagem ¢ enumeravel se tem uma quantidade enumeravel de simbolos.




Para finalizar a prova do Teorema de Léwenheim-Skolem precisamos entido provar o seguinte lema:

Lema 14 (Enumerabilidade de Ly) — A linguagem Ly da teoria de Henkin é enumeravel. Em
particular, L;; tem uma quantidade enumerével de constantes.

Prova:

e (O argumento em favor da enumerabilidade dos simbolos de L, exige dois resultados sobre

conjuntos enumeraveis que, por ora, vamos considerar verdadeiros. Em outra ocasiio os
provaremos. Sio eles:

(a) Se uma linguagem tem um conjunto enumeravel de simbolos, entdo a quantidade de férmulas
de comprimento finito que podem ser escritas com estes simbolos também é enumerdvel.

(b) A uniiao de uma quantidade enumeravel de conjuntos enumeraveis tem como resultado um
conjunto enumeravel.

Lembremos que Ly ¢ a unido de L=L,, L;, L,, L, ... onde cada L; representa a linguagem
intermedidria em que adicionamos as constantes testemunhas de Henkin com data de nascimento
i. Em primeiro lugar, provaremos que:

(1) para cada i finito (i = 1, 2, 3, ...) a quantidade de simbolos de L; ¢ enumeravel. Faremos esta prova

por inducio em i.
BASE: (i =0)

Este caso ¢ trivial, pois Ly = L e o numero de simbolos de L &, por hipotese do Teorema de
Lowenheim-Skolem, enumeravel.

PASSO: (i > 0)

HI: Toda linguagem L; tal que j <i tem uma quantidade enumeravel de simbolos.
Considere L. Por HI, L;_; tem uma quantidade enumerével de simbolos.

Entio, por (a), existe uma quantidade enumeravel de wffs de L; | com uma variavel livre.

Entdo, como cada constante com data de nascimento i é obtida de uma sentenca com uma variavel
livre de L;_;, e como a quantidade destas sentencas ¢ enumerével, entdo a quantidade de constantes
com data de nascimento i também é enumeravel.

Mas o conjunto dos simbolos de L, = L;_; U {constantes de Henkin com data de nascimento }.
Como tanto L; ; quanto o conjunto das constantes com data de nascimento i sio enumeraveis,
entio por (b), a quantidade de simbolos de L; também é enumerdvel. E isso termina a prova de (1).

Para finalizar a prova do lema, basta notar que o conjunto dos simbolos de L;; corresponde a uniio
da lista enumeravel de conjuntos dos simbolos de cada L;: Ly =L, U L, U L, U...

Entio, por (b), Ly, possui uma quantidade enumeravel de simbolos. Em particular, L;; possui uma
quantidade enumeravel de constantes. ¢

O Paradoxo de Skolem

e O Teorema de Lowenheim-Skolem tem conseqiiéncias bastante intrigantes. Quase paradoxais.

Consideremos, por exemplo, a Teoria Axiomatica de Conjuntos ZFC que vimos no Capitulo 15.
Ao contemplarmos seus axiomas nio temos clareza total sobre quais sio as estruturas as quais
pretende-se que tais axiomas sejam uma caracterizacio. De modo geral podemos dizer, conforme a
intuicio de von Neumann, que sio o universo (ou universos) dos conjuntos cumulativos pequenos.
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e Nenhum destes universos é enumeravel, uma vez que (1) o axioma do infinito garante que

conterdo pelo menos um conjunto infinito, (2) o axioma do conjunto poténcia garante que o

conjunto poténcia destes conjuntos infinitos também fara parte dos universos. E (3) podemos
provar, com os préprios axiomas de ZFC, que o conjunto poténcia de qualquer conjunto infinito
nio ¢ enumeravel.

e Como pode ser entio que, conforme aponta o Teorema de Lowenheim-Skolem, se ZFC ¢
satisfeito por alguma estrutura entio também ¢ satisfeito por uma estrutura cujo dominio é
enumerdvel? Isso ¢ muito estranho, considerando que com os préprios axiomas de ZFC podemos
provar a existéncia de conjuntos nio-enumeraveis em seu universo!!!

o Esta situacio paradoxal exemplifica o problema conhecido como Paradoxo de Skolem.

Superando o Paradoxo

e A superacio deste estranho estado de coisas depende do entendimento da natureza da estrutura
9N, construida na prova do Teorema de Lowenheim-Skolem que satisfaz ZFC e cujo dominio ¢
enumeravel.

e Como sabemos, o dominio de 9N, ¢é constituido por classes de equivaléncia de simbolos de
constante. Portanto ele nio ¢, de modo algum, nenhuma das estruturas que tinhamos em mente
(os universos de conjuntos cumulativos pequenos) quando propusemos os axiomas para ZFC.

e Em 9, ndo hd conjuntos ou elementos. O que hd sio classes de equivaléncia de simbolos de
constante que se comportam, de acordo com a relacio €, da mesma forma que os conjuntos da
estrutura pretendida (o universo dos conjuntos) se comportam com relacio a pertinéncia
pretendida. Ou seja, as sentencas envolvendo estas classes de equivaléncia e a relacio € sio
verdadeiras ou falsas nas mesmas circunstincias em que sentencas envolvendo conjuntos e a
pretendida relacio de pertinéncia seriam.

e Se olharmos para esta estrutura 9I;, veremos que ela de fato contém elementos cujo significado é
ser o conjunto poténcia de conjuntos infinitos. Suponha que b e ¢ sejam membros do dominio
de 9N, que satisfazem a wff “x é o conjunto poténcia de y e y é infinito”, com b=x e ¢ =y.

e O “conjunto” b conterd varios “elementos”, cada um deles pode ser visto como um conjunto de
“elementos” de ¢. Mas como estamos restritos a quantidades enumeraveis na estrutura 9y,
- .. . _ _ 2
entido a maioria dos conjuntos de “elementos” de ¢ nio corresponderio a nada em b.

e A questio ¢ que a linguagem de ZFC, como todas as linguagens de primeira ordem, ¢ uma
linguagem enumeravel. Portanto, em ZFC s6 conseguimos descrever uma quantidade enumeravel
de conjuntos. Em particular, s6 conseguimos descrever uma quantidade enumeravel de conjuntos
de elementos de c.

e O que ocorre ¢ que sdo exatamente os ‘conjuntos’ de “elementos” de ¢ exprimiveis na linguagem
de ZFC que serio os “elementos” de b em 9.

e Mas, imaginando a estrutura original pretendida, haverd muitos conjuntos de elementos de b que
nio estilo em c¢. De fato, a maioria. No entanto, estes conjuntos niao sio acessiveis
individualmente através da linguagem de primeira ordem de ZFC. Nio conseguimos falar
individualmente sobre eles (exprimi-los) em uma linguagem de primeira ordem. Sio exatamente

% As aspas em “conjuntos” e “elementos” servem para lembrar que a estrutura 91, ndo trata de conjuntos ou elementos,
mas de classes de equivaléncia de simbolos de constante.
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estes conjuntos que estdo ausentes de 9N, ainda que estejam presentes na estrutura pretendida
original da Teoria dos Conjuntos.

e Imaginemos entio uma sentenca (impossivel de ser expressa na linguagem de ZFC) que afirma que
um destes conjuntos (inefiveis em primeira ordem) de elementos de ¢ ¢ um elemento de b. Esta
sentenca seria falsa em 9N, (pois em 9N, os elementos de b sio apenas os conjuntos de
elementos de ¢ exprimiveis em primeira ordem), mas verdadeira na estrutura original pretendida
(0 universo dos conjuntos cumulativos pequenos).

e No entanto, nio conseguimos expressar na linguagem de ZFC tal sentenca que expressa a
diferenca fundamental entre 9, e o universo dos conjuntos. Portanto, apesar de 9, e o
universo dos conjuntos serem fundamentalmente diferentes, esta diferenca nio ¢ perceptivel na
linguagem de ZFC. Isso permite que 9, continue sendo, de fato, uma estrutura que satisfaz

ZFC.

e Estruturas como 9, que satisfazem uma determinada teoria, mas que sio fundamentalmente
diferentes (ndo isomorfas) as estruturas pretendidas para esta teoria, sio chamadas de modelos ndo-
standard da teoria.

e Assim, uma conseqiiéncia imediata do Teorema de Lowenheim-Skolem é que toda teoria de
primeira ordem cuja estrutura pretendida tenha dominio nio enumeravel tera um modelo nio-
standard. Este modelo ¢ exatamente 9I(;, cujo dominio ¢ enumeravel.

e Outra forma de entender o que esta ocorrendo em 9I;, ¢é pensar sobre a definicio de conjunto
enumeravel. Um conjunto infinito b ¢ enumeravel se ha uma funcio injetora de b no conjunto
dos numeros naturais. Fora de 9I;, podemos ver que ha tal funcio enumerando b (“conjunto”
poténcia de um “conjunto” infinito ¢ em 9I;). No entanto, internamente a 9I;, nio ha nada
que corresponda a esta funcio. Ou seja, a enumerabilidade de » nio ¢ expremivel em 9.

Portanto, internamente a 9, b ¢é considerado ndo-enumeravel.

e A Licdo do Paradoxo de Skolem: as linguagens de primeira-ordem nio sio ricas o suficiente
para capturar os varios conceitos que implicitamente assumimos quando pensamos sobre o
universo pretendido da teoria dos conjuntos. O conceito chave que nio conseguimos expressar
adequadamente ¢ a nocdo de um subconjunto arbitrdrio de um conjunto, ou, o que acaba dando
no mesmo, a nocio do conjunto poténcia de um conjunto. Quando definimos o conjunto
poténcia em uma linguagem de primeira-ordem, nenhum axioma consegue excluir estruturas tais

como 9N, nas quais “conjunto poténcia” significa algo bem diferente do que a nocio pretendida.

(2) O Teorema da Compacidade

e Outro corolario do Teorema da Completude é o Teorema da Compacidade:

Teorema da Compacidade Seja I' um conjunto de sentencas de uma linguagem de primeira-
ordem L. Se cada subconjunto finito de T' for satisfativel (verdadeiro em alguma estrutura), entio I’

¢ satisfativel (ha uma estrutura 9l que torna verdadeiras todas as sentencas de T').

Prova: (idéntica a prova da Compacidade Proposicional!!)
e Assuma, como hipdtese condicional que I' ¢é insatisfativel.

e Entio, pela contrapositiva da versao generalizada do Teorema da Completude, I" nio ¢
formalmente consistente. Ou seja, I’ I— 1.




Sejam P4, ..., P, as premissas de I" presentes em uma prova de T’ |— 1.

Como Py, ..., P, sdo as premissas de uma prova, que é um objeto finito, entdo {Py, ..., P,} ¢ um
subconjunto finito de T.

Além disso, como {Py, ..., P,} I— 1, entio {Py, ..., P,} nio é formalmente consistente.

Logo, pela contrapositiva do Teorema da Correcio, {Pj, ..., P,} ¢ insatisfativel. Ou seja, um
subconjunto finito de T' ¢ insatisfativel.

Entio, provamos que se I' ¢ insatisfativel, existe um subconjunto finito de I' que ¢ insatisfativel.

Logo, pela contrapositiva, se todo subconjunto finito de I' ¢ satisfativel, entdo I' ¢ satisfativel.

Modelos Nao-Standard para a Aritmética de Primeira Ordem

Assim como o Teorema de Lowenheim-Skolem, o Teorema da Compacidade torna explicitas
algumas limitacoes importantes das linguagens de primeira ordem. Em particular, podemos
mostrar que ¢ impossivel definir em linguagem de primeira ordem um conjunto de axiomas que
caracterize univocamente a estrutura dos nimeros naturais.

Teorema (Modelos N&do-Standard da Aritmética) Seja L a linguagem da aritmética de Peano.
Existe uma estrutura de primeira ordem 9N tal que:

(1) 9 contém todos os nimeros naturais em seu dominio.
(2) OM também contém elementos maiores que todos os niimeros naturais.

(3) 9IL torna verdadeiras exatamente as mesmas sentencas de L que sio verdadeiras sobre os
nameros naturais.

Prova:

A linguagem da aritmética de Peano, conforme definimos no Capitulo 16, nio possui um simbolo
para a relacio “maior que”. Mas podemos defini-la como:

0 x>y =4 zE#0AXxX=y+2)

Seja 9L uma estrutura de primeira ordem que satisfaz os axiomas da aritmética de Peano de
primeira ordem PA.

Dizer que um determinado elemento n de 9L é maior que TODOS os niimeros naturais

equivale a dizer que n satisfaz todas as seguintes wffs:

= x>0
x>1
x>1+1
x>0+D+1

Seja I' o conjunto de todas as sentencas da linguagem L (a linguagem de PA) que expressam fatos
verdadeiros sobre os nimeros naturais. Seja # um simbolo de constante novo (ausente de L) e
seja A o conjunto das seguintes sentencas:

= 52>0
n>1



n>1+1
n>1+1+1

e Seja ["'=TUA.

e Na interpretacio pretendida para L (a propria aritmética) a teoria [ é inconsistente, uma vez que

o conjunto A de sentencas afirma que 7 é maior que todos os nimeros naturais e, de acordo
com a aritmética, ndo ha nenhum numero natural maior que todos os outros.

e No entanto, do ponto de vista da logica de primeira ordem, veremos que I" ¢ perfeitamente
consistente. O Teorema da Compacidade nos ajudara a perceber este fato. Vejamos:

= Basta notarmos que qualquer subconjunto finito I'y & I sera satisfativel em alguma

estrutura de primeira ordem.

»  [sso porque I’y contera um ntmero finito de sentencas de I' (todas elas verdades
sobre os nimeros naturais) e um numero finito de sentencas de A, que tém a forma
n>k, onde k ¢ uma abreviacio para (((1 + 1)+ 1) +... + 1) em que aparecem k
vezes a constante para o0 nUmero um.

» Claramente podemos tornar todas estas sentencas de I'y verdades sobre os nimeros
naturais, bastando para isso que interpretemos a constante 7 como qualquer numero
m maior que a quantidade de uns da maior sentenca de A que pertence a I',.

= Quseja. Iy e qualquer outro subconjunto finito de I" ¢ satisfativel. Entdo, pelo
Teorema da Compacidade, I" ¢ satisfativel.

e Isso implica que existe alguma estrutura de primeira ordem 9IU para L que torna verdadeiros

todos os axiomas de PA e que satisfaz T".

e Entio no dominio de 9N, além de elementos correspondentes a cada um dos niimeros naturais
(ou os proprios nimeros naturais, caso queiramos), esta também um determinado elemento que ¢
maior do que todos os nimeros naturais (ja que 9IU satisfaz A < I').

e Este tal elemento, maior do que todos os niimeros naturais, certamente nio faz parte da propria
aritmética. Portanto, M é um modelo niao-standard.

Interpretando os Modelos Nao-Standard para a Aritmética

e Novamente estamos diante de uma situacio muito intrigante. Quase paradoxal. Mas o que este
teorema mostra ¢, simplesmente, que nio hd como caracterizarmos univocamente o dominio do
discurso pretendido da aritmética usando apenas axiomas escritos em linguagem de primeira
ordem.

» As linguagens de primeira-ordem nio sio expressivas o suficiente para caracterizar
univocamente a aritmética. O mesmo se di, como mostrado pelo Teorema de
Lowenheim-Skolem, com relacdo a teoria dos conjuntos.

e Usando apenas axiomas em linguagem de primeira-ordem nio conseguimos excluir a existéncia de
“numeros naturais” (ou seja membros do dominio de PA) que estejam infinitamente longe do

zero. O numero n da prova acima ¢ um destes nimeros.

e A distincio entre estar finitamente longe de zero, propriedade de todos os numeros naturais

legitimos, e estar infinitamente longe de zero, propriedade que os nimeros naturais genuinos nio
possuem, mas que nimeros como # da prova acima possui, nio ¢ exprimivel em primeira ordem.

6



e Esta nio ¢ uma limitacdo especifica da aritmética de primeira ordem, mas das linguagens de
primeira-ordem em geral. Nao h4 como, em primeira-ordem, definirmos qualquer tipo de
predicado que separe quantidades finitas de quantidades infinitas.

= A distincio entre finito e infinito é inefiavel em primeira-ordem.

e Um exemplo: imagine que definamos na linguagem da teoria de conjuntos de primeira ordem
ZFC um predicado ConjuntoFinito(x). O Teorema da Compacidade pode ser utilizado para
mostrar que ha estruturas de primeira ordem que satisfazem ZFC, nas quais este predicado sera
verdadeiro de algum conjunto infinito!! Ou seja. Nao ha como definirmos corretamente tal
predicado.

e Um outro exemplo: considere uma linguagem de primeira ordem criada para falarmos sobre

relacoes de parentesco (pai, mie, irmdo, cunhada,...). Suponha que esta linguagem tenha o
predicado Ancestral(x, y). Se tentarmos definir o significado deste predicado através de axiomas,
vamos certamente falhar! Isto porque para que um individuo seja ancestral de outro, deve haver
uma quantidade finita de parentes entre eles. Mas nio conseguimos especificar esta restricio em
primeira-ordem. O Teorema da Compacidade nos mostra que sempre havera alguma estrutura em
que x ¢é ancestral de y e x e y estio separados por uma quantidade infinita de parentes. Portanto,
nio ha como axiomatizar de modo perfeito o predicado “é um ancestral de”.

(3) O Teorema da Incompletude de Godel

O teorema que mostra a existéncia de modelos nio standard da aritmética mostra um tipo de
incompletude de FOL. H4, no entanto, uma forma muito mais profunda de incompletude que foi
descoberta por Kurt Godel poucos anos apos ele ter provado pela primeira vez o Teorema da
Completude.

Os estudantes muitas vezes se confundem com o fato de que Godel primeiro provou algo chamado de
Teorema da Completude, mas entio deu meia volta e provou o Teorema da Incompletude. Sera que

ele nio se decide! Na verdade, os sentidos da palavra “completude” envolvidos nestes dois teoremas siao
bastante diferentes. Lembremos que o Teorema da Completude nos diz que as regras de nosso
sistema formal capturam adequadamente a nocdo de conseqiiéncia de primeira-ordem. O Teorema da
Incompletude, ao contririo, envolve a nocio de completude formal (ou conjunto de sentencas

formalmente completo) que introduzimos anteriormente. Lembre-se que uma teoria I' ¢ formalmente
completa se para cada sentenca S de sua linguagem, ou T’ I—S ou T |—"S. (Sabemos, pelos
Teoremas da Correcio e Completude, que isso é o mesmo que dizer que T’ '= Soul |= -S.

No inicio do século XX, os logicos analisavam a matematica através de teorias axiomadticas, como a
aritmética de Peano, e sistemas formais como F. O objetivo era a obtencio de uma axiomatizacio
formalmente completa para a aritmética, uma que nos permitisse provar todas e apenas as sentencas
verdadeiras sobre os numeros naturais. Esta era uma parte importante de um projeto ambicioso
conhecido como Programa de Hilbert, devido ao seu principal proponente David Hilbert. No inicio
da década de 1930, muito progresso ja havia sido feito no Programa de Hilbert. Todos os teoremas
conhecidos sobre a aritmética tinham sido demonstrados utilizando axiomatizacoes relativamente
simples, como a aritmética de Peano. Além disso, o logico Mojzesy Pressburger provou que qualquer
sentenca da linguagem da aritmética de primeira ordem que nio mencionasse a multiplicacio poderia
ser provada a partir dos axiomas de Peano.

O Teorema da Incompletude de Godel mostrou que este progresso inicial era enganoso e que, de
fato, a meta do Programa de Hilbert jamais poderia ser atingida. Um caso especial do teorema de
Godel poderia ser indicado como se segue:



Teorema (Teorema da Incompletude de Godel para PA) A Aritmética de Peano nio ¢
formalmente completa.

A prova deste teorema, que apenas descreveremos abaixo, mostrard que este resultado tem aplicacio
muito mais abrangente do que apenas a axiomatizacio de Peano, ou o sistema formal F. De fato, ela
mostra que nenhuma extensio razoavel tanto dos axiomas da aritmética quanto dos sistemas formais
de primeira ordem resultarda em uma teoria da aritmética formalmente completa, em um sentido
bastante preciso do termo “razoavel”. Tentaremos apresentar uma idéia geral da prova.

Sistema de Codificacao

Seu primeiro principal insight foi perceber que um sistema de simbolos pode ser representado em um
esquema de codificacio, onde numeros sdo utilizados para representar cada simbolo individual do
sistema. Tal codificacio dos simbolos pode ser estendida para wffs, de tal forma que qualquer wff
pode também ser codificada representando um numero natural. Expandindo mais ainda esta
codificacio, seqiiéncias finitas de wffs e, por conseguinte, provas, também podem ser codificadas, de
modo a que cada prova represente um numero natural.

Representabilidade

Os primeiros fatos que Godel estabeleceu foram que todas as nocdes sintdticas importantes da logica
de primeira-ordem podem ser representadas na linguagem da aritmética de Peano. Por exemplo, os
seguintes predicados sio representdveis:

" 71 ¢é 0 codigo de uma wff,
" 7 ¢ o0 codigo de uma sentenca,
" 75 é 0 codigo de um axioma da aritmética de Peano,

" 71 emsio os codigos de duas sentencas nas quais a segunda se segue da primeira por
uma aplicacio da regra (AElim),

" 75 é o0 codigo de uma prova em F.
* 7 ¢ o0 codigo da prova de uma sentenca cujo codigo é m.

Dizer que estas sentencas sio representaveis na aritmética de Peano ¢é dizer algo bastante forte. E dizer
que:

(a) Todas estas sentencas sdo traduziveis, via codificacio, em sentencas da aritmética sobre
numeros naturais. Ou seja, dizer que “n ¢ o codigo de uma sentenca” equivale a dizer que o
numero n possui determinada propriedade aritmética. Ou seja, cada uma das “propriedades
sintaticas” tais como ser uma wff, ser uma sentenca, ser uma prova, ser uma sentenca que se segue de

uma _outra por eliminacdo da implicacdo, ser uma prova sem premissas de tal sentenca, ... sdo
traduzidas, através da codificacdo, em uma propriedade sobre nimeros naturais.

(b) Os axiomas de PA e regras de prova do sistema F nos permitem provar apenas predicados
verdadeiros sobre estas propriedades aritméticas que representam nocdes sintaticas. Em outras
palavras, as nocoes sintaticas importantes da légica (algumas exemplificadas nas sentencas
acima) que sio representiaveis na linguagem da aritmética de Peano pertencem a um
subconjunto Rec de sentencas da linguagem de PA que é correto: seja 9N, a estrutura

pretendida de PA, ou seja, a propria aritmética. Entao: (SeRec e PA I— S) = 9N, |= S).




Uma grande quantidade de trabalho cuidadoso deve ser feito para comprovar estas afirmacoes (a) e
(b) acima. Tal trabalho representa a parte maior e mais trabalhosa da prova de Godel. Em nossa
explicacdo aqui ndo entraremos nos detalhes sobre como ele obteve estes resultados.

O Lema Diagonal

O segundo insight principal de Godel foi o de que, via codificacio, é possivel obter sentencas que
expressam fatos sobre elas proprias. Este fato é conhecido como Lema Diagonal, que estabelece que:

Lema (Lema Diagonal) Para cada wff P(x) com uma unica variével livre, h4 um ntimero n que
é o codigo da sentenca P(n).

Trocando em miudos. Seja P(x) uma propriedade aritmética qualquer expressa na linguagem de PA.
Para cada namero natural m, P(m) ¢ uma sentenca de PA que, de acordo com a codificacio de
Godel, possui um codigo, um namero natural, digamos 7, relacionado a ela. O que o Lema da
Diagonal estabelece ¢ que qualquer que seja a wff P(x), ha um certo nimero n tal que o codigo
(numero de Godel) da sentenca P(n) é o proprio nimero n. Entido, a sentenca P(n) cujo codigo é o
proprio nimero 7 pode ser interpretada como representando uma afirmacio auto-referencial:

o Esta sentenca tem a propriedade expressada por P.

Dependendo de qual seja a propriedade que P expressa, algumas destas sentencas serdo verdadeiras
(9N, |= P(n)) e outras falsas (9, |¢ P(n)). Por exemplo, as versdes formais das seguintes sentencas:

o Esta sentenca é uma férmula bem formada;
Esta sentenca ndo tem wvaridveis livres.

Sio sentencas verdadeiras, enquanto que sdo falsas as versdes formais de:

o Esta sentenca é uma prova;
Esta sentenca é um axioma da aritmética de Peano.

A Sentenca G de Gédel

Agora considere a versio formal da seguinte sentenca, cuja existéncia é garantida pelo Lema da
Diagonal:

(G) Nao hd prova para esta sentenca cujas premissas sejam instdncias dos axiomas da aritmética
de Peano.

A sentenca acima ¢ chamada de G, em homenagem a Gddel. Vamos provar que apesar dela ser
verdadeira, nio h4 prova dela em PA. Ou seja, vamos provar que: 9Ii, |= G e PA |7‘ G.

Lema (da Sentenga G) A sentenca G ¢ uma verdade aritmética, mas nao hd prova dela em PA:
M, [EG e PAKG.

Prova:

e Vamos fazer a prova em duas etapas. Na primeira provaremos que G ¢ verdadeira. Na segunda
provaremos que nio hd prova de G em PA.




e ETAPA 1: (provaremos que G ¢ verdadeira: 9I(, |= G)
e Suponha, por absurdo, que

(1) G _nio é verdadeira (9N, |;£ Q).

e Entio, como G ¢ falsa e afirma que ndo hd prova de G em PA, ¢ porque, de fato,

(2) héi provade Gem PA. (PA}-G)

e Mas como os axiomas de PA sio verdadeiros na aritmética (9, |= PA)e F ¢é um sistema formal
correto (provamos o Teorema da Correciao para F: PA I— G = PA |= G), entdo, tudo que ¢
provavel em F é verdadeiro. Logo, por (2), G ¢ verdadeira (9, |= G). Mas isso é contraditério
com a hipotese do absurdo (1). Portanto, descartamos a hipotese do absurdo e concluimos que G

é verdadeira. (91, |= G)
e ETAPA 2: (provaremos que nio hd provade G em PA: PA |7‘ G)

e Como G éverdadeira (910, |= G) e pode ser interpretada como afirmando que ndo ha prova para
G cujas premissas sejam instincias dos axiomas de PA, entio é claro que nio ha provade G em

PA (PA£G). ¢

O Teorema da Incompletude de Godel é uma consequiéncia imediata deste lema. Vejamos:

Teorema (Teorema da Incompletude de Godel para PA) A Aritmética de Peano nio ¢é
formalmente completa. (existe uma sentenca G da linguagem de PA tal que PA |7‘ G e PA |7‘ ~G)

Prova:

e O lema anterior nos mostrou que a sentenca G, expressa na linguagem da aritémtica de PA ¢

verdadeira mas que niao ha prova dela em PA. (91, |= G e PA |7‘ G)

e Consideremos entio 7G. Como G é verdadeira, ¢ claro que G ¢ falsa. (9N, |=G =

9 |?5 G).
e Além disso, sabemos que I, |= PA. Logo, ¢ claro que PA I?f ~G.

e Logo, pela contrapositiva do Teorema da Correcio, PA |7‘ ~G.

e Ouseja, PA |7‘ G e PA |7‘ 7G. Logo, PA nio ¢ formalmente completa. ¢

Aplicando o Teorema a Outras Teorias

Claro que niao ha nada de “sagrado” sobre os axiomas de Peano. Tendo encontrado uma sentenca G
verdadeira, mas que nio pode ser provada nesta teoria, podemos sempre adiciona-la ou adicionar
alguma outra sentenca que nos ajudaria a provar G como um novo axioma e resolver o problema da
incompletude.

No entanto, Godel mostrou que tal estratégia ndo daria certo. Isso porque o argumento de Godel nao
depende de nenhuma fraqueza da aritmética de Peano, mas assenta-se em sua forca. Enquanto os
axiomas de uma teoria T extensio de PA forem verdadeiros (na aritmética) e o predicado “n é o
cédigo de um axioma de T” for representivel em T, entdo o argumento completo de Godel pode ser
repetido para esta nova teoria, gerando outra sentenca que nio pode ser provada no sistema
extendido T.
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O Teorema da Incompletude de Godel ¢ um dos teoremas mais importantes da logica. Suas
conseqiiéncias continuam a ser entendidas e exploradas ainda hoje, passados mais de 70 anos de sua
publicacio.

O que apresentamos aqui foi um simples esboco de sua prova. A obtencio do resultado de
representabilidade, com as propriedades (a) e (b) descritas acima criou toda uma nova area de
pesquisa que estende-se da logica, para a matemdtica e computacio. As conseqiiéncias matemdticas e
filosoficas do Teorema de Godel continuam a suscitar muitos estudos. Se vocés tiverem interesse em
entender melhor este fascinante assunto, leituras extras sio essenciais. Aqui vdo algumas
recomendacdes:
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